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摘要 

一個裝有水的玻璃杯，用喇叭撥出大聲的聲音，便能觀察到共振的現象發生，玻璃杯將會不

停的震動，甚至導致破裂。本研究將會藉由傅立葉轉換(Fourier transform)來分析玻璃杯的振動頻率

組成，並進一步探討頻率峰值的來源。另外我們也研究了不同水位的高低以及液體密度對於共振

頻率的影響，並以能量守恆的觀點進一步推導出玻璃杯的振動方程式。最後我們也觀察到了 higher 

harmonic，並且發現 non-linear dispersion relation 的現象，顛覆了我們常對於 f ∝ n 的觀念。 

 

壹、研究動機 

電影中我們偶爾看見高強度的聲音把玻璃震破的場景，而我相當好奇究竟怎樣的頻率才

能引發玻璃共振? 玻璃共振的頻率會如何改變? 於是我決定從生活中常見的玻璃杯下手進行

探討。並嘗試以喇叭撥放不同的正弦波，觀察玻璃杯的共振現象。我相當好奇究竟液體的量、

密度會如何影響整個玻璃杯的共振頻率，而這些複合波又是由哪些正弦波組合而成的呢? 

 

 

貳、研究目的及研究問題 

一、研究不同玻璃杯的共振頻率及探討頻率組成的來源 

二、研究不同水位的玻璃杯共振頻率 

四、研究不同密度液體的玻璃杯共振頻率 

五、探討 higher harmonic 的頻率
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                参、研究設備 
 

 
 

                 肆、研究流程 
 

 

 

 

初步討論 

•找出杯子的共振頻率 

•找出玻璃杯頻率的來源 

•比較空杯及裝了液體的酒杯 

方程式推導 

•圓柱體內的駐波 

•半滿杯子的共振頻率 

設計實驗 

•不同水量之影響 

•不同液體密度之影響 

•尋找higher harmonic 

器材 數量 用途 

麥克風 1 個 測量空氣壓力，及蒐集音檔 

玻璃杯 3 個 研究其共振頻率 

喇叭 1 個 播放共振頻率 

電腦 1 台 分析聲波 

糖 1 包 改變液體的密度 

BB 彈 1 包 激發玻璃杯 

高速攝影機 1 台 觀察玻璃杯之振動情形 

燒杯 多個 配置液體 
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伍、初步討論 

一、尋找杯子共振頻率 

 為了找尋玻璃杯共振的頻率，我們採取以下兩種方式激發玻璃杯: 

(a) 敲擊玻璃杯 

 
(b) 使 BB 彈從管子自由落下，並敲擊玻璃杯 

 
實驗分析: 

 我用麥克風蒐集激發出的音頻，並寫程式對進音頻行 Fast Fourier 

Transform(FFT) 及 Short Time Fourier Transform(STFT) 

 

實驗結果 

 Fast Fourier Transform: 

 
 

敲擊 BB 彈自由落下 



4  

 

 

由 STFT 的圖我們可以看出頻率的組成是穩地的，並不會隨時間改變。而基音的

部分由於能量較高，所以持續的時間相對較其他高頻久。 

 

 Fast Fourier Transform: 

  

 

 

  由 FFT 的圖我們不難看出無論我如何激發玻璃杯，玻璃杯復合波的頻率組成都

是相同的。這證明了杯離杯的震動頻並不會隨著激方式不同而有所改變。 

 

 

 

 

 

觀察共振現象 

  我們用喇叭撥出 FFT 圖上出現的頻率峰值，並觀察共振的現象。 

 
若杯子達到共振，聲音便會被放大，因此我們可以定義: 

 

             聲音放大率 =
有杯子時的音量

沒杯子時喇叭的音量
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若聲音放大率越大，代表玻璃杯震動越明顯。接著我們去和 FFT 圖做比較: 

 

 

從這兩張圖，我們可以看出聲音放大率最大(共振震幅最大)的頻率和 FFT 圖

中的頻率是一致的。 

 

 

二、探討頻率的來源 

  我認為這些頻率是由杯子的角度駐波所引起的，而對於圓柱體的杯子而言，

其所產生的駐波頻率滿足f =
nv

2πr
。(n=1,2,3…代表不同泛音的震動)。 

 

從公式中可得知理論上f ∝ n但實際上若我們把 FFT 的峰值對應到其 n 的數量，

可得以下結果: 
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我們並不難發現實驗中 n 和頻率的關係其實是非線性的， 這就是所謂的

non-linear dispersion relation，說明了聲音的速度會隨著時間而改變，後面會針對

此現象再做更詳細的討論。 

 

 

測量角度方向的駐波 

  我將麥克風對著杯緣旋轉一圈，並以麥克風作為氣壓計，測量不同角度上的

聲音(氣壓)強度，進一步找出駐波的節點及腹點。 

 

 

 

實驗結果 

  將蒐集的的資料進行 normalize 後，便可得到角度與音量的關係如下，並 fitting 

𝜙，可得以下結果: 

  

而由於駐波中空氣氣壓變化是 sin 的函數，而位移變化是 cos 的函數，因此兩者

之間有90°的相位差存在。所以我們可以知道駐波節點在位移最小值處(氣壓最大

值)，而腹點則是在位移最大值處(氣壓最小值)。 
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由實驗可知，玻璃杯產生的駐波具有二個節點及二個腹點，可對應到n = 2的震動，因

此我推測此玻璃杯n = 2的震動最為明顯，正好符合基音能量最高，最為容易觀察的觀

點。 

另外為了使駐波視覺化，我們將紙片均勻地放置在玻璃杯上，當駐波產生時，紙片會集

中在波節上面: 

 

                 

從右圖中我們不難看出腹點和節點的分布情形 

 

 
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三、比較空酒杯及裝有液體之酒杯的頻率差異 

 

說明 

  我測量了空酒杯的頻率及裝有液體之酒杯的頻率，並進行 FFT 和 STFT，如下: 

 

 

討論 

首先由 STFT 的圖中，我們發現了加了液體的玻璃杯頻率組成依舊穩定，不隨時間而變

化。而 FFT 的圖表中我們可以發現加了水的玻璃杯其頻率均較空的玻璃杯低。我初步認

為是因為加了水使的整體質量增加，因此共振頻率會更低。 

 

 

陸、方程式推導 

一、空杯共振頻率的計算 

   

  我們從能量的觀點切入這個問題，首先能量可以表示成 

E = KE + PE = A𝑥2̇ + 𝐵𝑥2 

且由於能量守恆，因此若對能量進行微分，可得 

 

E′ = 2𝐴𝑥̈𝑥̇ + 2𝐵𝑥̇𝑥 = 0 

A𝑥̈ + 𝐵𝑥̇ = 0 

𝑥̈ +
𝐵

𝐴
𝑥 = 0 
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解 x 得 

x = cos(√
B

A
t) = cos(ωt) 

因此可得 

ω2 =
𝐵

𝐴
 

由此可知若我們可以得知玻璃杯的動能及位能，則我們可以更進一步的算出玻璃

杯的共振頻率。 

共振頻率推導 

  玻璃杯法線方向的速度可表示為: 

  
dx

dt
= −𝜔∆𝑜𝑓(𝑧)𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 

  切線方向速度可表示為: 

  
ds

st
=

1

2
𝜔∆0𝑓(𝑧) sin 2𝜃 sin𝜔𝑡 

 

  因此玻璃杯整體的動能可以表示為: 

  K =
5

8
𝜌𝑔𝑎𝑅𝜔2∆0

2 sin2(𝜔𝑡) ∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
𝐻

𝑜
 

 

  而由一些幾何參數，我們可以得知整體位能為: 

  U ≈
3πYa3

8R3
∆0

2 cos2 𝜔𝑡 [𝑎 +
4

3
(

𝑅

𝐻
)
4

] ∫ [𝑓(𝑥)]2𝑑𝑧
𝐻

𝑜
 

 

  因此共振頻率: 

  f0 =
1

2𝜋
(

3𝑌

5𝜌𝑔
)

1

2 𝑎

𝑅2 [1 +
4

3
(

𝑅

𝐻
)
4

]

1

2

  

 

  Y:楊格膜量       a:玻璃杯厚度 

  ρg:玻璃杯密度      R:玻璃杯半徑 

           H:玻璃杯高度 

 

此外，我們可以把整個玻璃杯振動時的總位移表示成: 

𝜉(𝑧, 𝜃, 𝑡) = ∆0𝑓(𝑧)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 

∆0:震幅 

𝑓(𝑧):垂直方向位移 

𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃:角度方向位移 
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𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡:隨時間的變化 

 

接下來我們將要討論加了水的玻璃杯及其他更高頻率的泛音 

 

二、加水後的酒杯 

 

  酒杯加水之後會使得系統的總動能增加: 

 

液體的動能: 

𝛼
 𝜋

8
𝜌𝑙𝑅

2𝜔2∆0
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜔𝑡 ∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧

ℎ

0

 

因此系統的總動能為玻璃杯的動能加水的動能: 

𝐾′ = 𝜔2∆0
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜔𝑡 (

5𝜋

8
𝜌𝑔𝑎𝑅 ∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧

𝐻

0

+ 𝛼
𝜋

8
𝜌𝑙𝑅

2 ∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
ℎ

0

 ) 

 

而我們假設水不具可壓縮性，因此加水前後的位能不變 

 

𝑈′ = 𝑈 =
3𝜋𝑌𝑎3

8𝑅3
[1 +

4

3
(
𝑅

𝐻
)
4

] [∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
𝐻

0

] ∆0
2 cos2 𝜔𝑡 

由ω2 =
B

A
 ，且位能不變可知: 

(
𝜔0

𝜔ℎ
)
2

=
𝐾′

𝐾0
 

將K及K′帶入後可得: 

 

        (
𝑓0

𝑓ℎ
)
2

= 1 +
𝛼

5

𝜌𝑙𝑅

𝜌𝑔𝑎

∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
ℎ
0

∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
𝐻
0

 

 

到此，我們找出了空酒杯及裝水的酒杯共振頻率的關係。而我們要更進一步找出

f(z)，得知垂直方向的位移。 

 

 

 

三、垂直位移 f(z) 

  我們將麥克風沿著酒杯垂直移動，測量不同位置的氣壓，並轉換成位移 
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實驗結果 

 

  
由實驗結果可知:f(z)應為二次函數，而由已知的方程式: 

 

(
𝑓0
𝑓ℎ

)
2

= 1 +
𝛼

5

𝜌𝑙𝑅

𝜌𝑔𝑎

∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
ℎ

0

∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
𝐻

0

 

f(z)2積分後可得 5 次方 

因此我們便可寫出關係式 

 

(
𝑓0
𝑓ℎ

)
2

= 1 +
𝛼

5

𝜌𝑙𝑅

𝜌𝑔𝑎
(
ℎ

𝐻
)
5

 

三、諧音探討(𝐜𝐨𝐬𝐧𝛉) 

 我們一樣可以用能量的角度算出共振頻率: 

動能: 

𝐾𝑛 =
𝜋

2
𝜌𝑔𝑎𝑅𝜔2 (1 +

1

𝑛2
) ∆0

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜔𝑡 ∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧
𝐻

0

 

位能: 

𝑈𝑛 =
𝜋𝑌𝑎3

24𝑅3
[(𝑛2 − 1)2 + (

𝑅

𝐻
)
4

] ∆0
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜔𝑡 × ∫ [𝑓(𝑧)]2𝑑𝑧

𝐻

0

 

 

因此共振頻率應為: 
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𝑓𝑛 =
1

12𝜋
 (

3𝑌

𝜌𝑔
)

1
2 𝑎

𝑅2
[
(𝑛2 − 1)2 + (

𝑅
𝐻)

4

1 + 1/𝑛2
]

1
2

 

此時我們便可發現 non-linear dispresion relation 的發生，若我們整理一下式子: 

        𝑛 =
2𝜋𝑟𝑓

𝑣
帶入 

𝑓 =
1

12𝜋
 (

3𝑌

𝜌𝑔
)

1
2 𝑎

𝑅2

[
 
 
 
 (

(2𝜋𝑟𝑓)
𝑣2

2

− 1)

2

+ (
𝑅
𝐻)

4

1 +
𝑣2

(2𝜋𝑟𝑓)2

]
 
 
 
 

1
2

 

我們便可發現聲速會隨著頻率而改變，頻率越高聲速也就越快，是一個創新的發

現。 

 

柒、實驗變因 

一、改變水量 

 我們改變不同液體的量，並以三個不同玻璃杯做實驗，比較其共振頻率: 
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實驗結果 

 

由於我們推得 

(
𝑓0
𝑓ℎ

)
2

= 1 +
𝛼

5

𝜌𝑙𝑅

𝜌𝑔𝑎
(
ℎ

𝐻
)
5

 

 

 

 

若將座標軸做些變化並取 log,便可得到正比關係 

 

由於取 log，每一條斜直線的斜率可以對應到(
ℎ

𝐻
) 的次方數，可以發現都接近 5，

和我們推導的理論完全符合。 

 

 

二、液體密度之影響 

 我們將糖加入液體中，改變液體密度，觀察液體密度對頻率的影響 
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實驗結果 

 

 
由方程式 

(
𝑓0
𝑓ℎ

)
2

= 1 +
𝛼

5

𝜌𝑙𝑅

𝜌𝑔𝑎
(
ℎ

𝐻
)
5

 

可得: 

(
𝑓0
𝑓ℎ

)
2

− 1 ∝ 𝜌𝑙 

 

而我們的實驗結果完全符合理論的正比關係，可見理論推導沒有重大的錯誤。 

 

三、諧音偵測 

 我們測量三個不同玻璃杯其各自的諧音，觀察 non-linear dispresion relationˇ

的現象。 
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由公式 

𝑓(𝑛) =
1

12𝜋
 (

3𝑌

𝜌𝑔
)

1
2 𝑎

𝑅2
[
(𝑛2 − 1)2 + (𝑅/𝐻)4

1 + 1/𝑛2
]

1
2

 

我們可知 

(1 +
1

𝑛2
) 𝑓2(𝑛) = 𝐴(𝑛2 − 1)2 + 𝐵  

 

而從實驗結果來看，和理論相當接近，可得知有線性的關係存在。 

 

捌、總結 

這個研究中我們成功的算出了玻璃杯共振頻率及其他變因之間的關係，也做了實

驗來應證，而實驗和理論相當符合。大致上我從能量的觀點進行研究，得知液體

的量、密度越大，共振的頻率就會越低，這是因會整體動能增加導致，即ω2 =
𝐵

𝐴
中

的 A 變大，因此頻率會變小。此外我們還測量了玻璃杯的駐波，得知玻璃杯 n=2

的震動最為明顯，符合越低諧音，能量越高的觀點。另外我們也成功地找出了不

同諧音的頻率，並發現和實驗結果相當符合，成功的解釋 non-linear dispresion 

relation 現象。 
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作品海報 

【評語】051817  

作品討論酒杯共振，並能利用紙片、麥克風等方式量測表達共

振駐波的形象，此外數據結果分析清楚。實驗結果和文獻有所不同，

作者也能夠清楚說明相關原因。加水後的共振關係及部分實驗結果

的處理可再做進一步探討。 

F:\中小科展_57屆\排版\051817-評語 



一個裝有水的玻璃杯，用喇叭撥出大聲的聲音，便能觀察到共振的現象發生，玻璃
杯將會不停的震動，甚至導致破裂。本研究將會藉由傅立葉轉換(Fourier transform)來分
析玻璃杯的振動頻率組成，並進一步探討頻率峰值的來源。另外我們也研究了不同水位
的高低以及液體密度對於共振頻率的影響，並以能量守恆的觀點進一步推導出玻璃杯的
震動方程式。最後我們也觀察到了higher harmonic，並且發現non-linear dispersion relation
的現象，顛覆了我們常對於f ∝ n的觀念。

摘要

壹、研究動機

電影中我們偶爾看見高強度的聲音把玻璃震破的場景，而我相當好奇究竟怎樣的頻
率才能引發玻璃共振?玻璃共振的頻率會如何改變?於是我決定從生活中常見的玻璃杯下
手進行探討。並嘗試以喇叭撥放不同的正弦波，觀察玻璃杯的共振現象。我相當好奇究
竟液體的量、密度會如何影響整個玻璃杯的共振頻率，而這些複合波又是由哪些正弦波
組合而成的呢?

貳、研究目的及研究問題

一、研究不同玻璃杯的共振頻率及探討頻率組成的來源
二、研究不同水位的玻璃杯共振頻率
四、研究不同密度液體的玻璃杯共振頻率
五、探討higher harmonic 的頻率

参、研究設備 

器材 數量 用途 

麥克風 1 個 測量空氣壓力，及蒐集音檔 

玻璃杯 3 個 研究其共振頻率 

喇叭 1 個 播放共振頻率 

電腦 1 台 分析聲波 

糖 1 包 改變液體的密度 

BB 彈 1 包 激發玻璃杯 

高速攝影機 1 台 觀察玻璃杯之振動情形 

燒杯 多個 配置液體 

肆、研究流程

初步討
論

•找出杯子的共振頻率

•找出玻璃杯頻率的來源

•比較空杯及裝了液體的酒杯

方程式
推導

•圓柱體內的駐波

•半滿杯子的共振頻率

設計實
驗

•不同水量之影響

•不同液體密度之影響

•尋找higher harmonic

伍、初步討論

一、尋找杯子共振頻率
為了找尋玻璃杯共振的頻率，我們採取以下兩種方式激發玻璃杯，結果如下:

a)敲擊玻璃杯 b) BB彈自由落下

485

1092 2061 47203303
1092 2061 3303

4720

485

由STFT的圖我們可以看出頻率的組成是穩定的，並不會隨時間改變。而基音的部分由於能量
較高，所以持續的時間相對較其他高頻久。而由FFT的圖我們不難看出無論我如何激發玻璃
杯，玻璃杯復合波的頻率組成都是相同的。這證明了杯離杯的震動頻並不會隨著激發方式不
同而有所改變。



陸、方程式推導

𝜉 𝑧, 𝜃, 𝑡 =෍

𝑛

Δ0 𝑓 𝑧 cos 𝑛𝜃 cos𝜔𝑡

震幅

垂直方向位移

角度方向位移玻璃杯總位移

時間變化

我們從能量的觀點切入這個問題，首先能量可以表示成

E = KE + PE = A ሶ𝑥2 + 𝐵𝑥2

且由於能量守恆，因此若對能量進行微分，可得

ω2 =
𝐵

𝐴

共振頻率推導(空杯)

玻璃杯法線方向的速度可表示為:
dx

dt
= −𝜔∆𝑜𝑓 𝑧 𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡

切線方向速度可表示為:
ds

st
=

1

2
𝜔∆0𝑓 𝑧 sin 2𝜃 sin𝜔𝑡

因此玻璃杯整體的動能可以表示為:

K =
5

8
𝜌𝑔𝑎𝑅𝜔

2∆0
2 sin2(𝜔𝑡) 𝑜׬

𝐻
𝑓 𝑧 2𝑑𝑧

而由一些幾何參數，我們可以得知整體位能為:

U ≈
3πYa3

8R3
∆0
2 cos2𝜔𝑡 𝑎 +

4

3

𝑅

𝐻

4

𝑜׬
𝐻
𝑓 𝑥 2𝑑𝑧

因此共振頻率:

f0 =
1

2𝜋

3𝑌

5𝜌𝑔

1

2
𝑎

𝑅2
1 +

4

3

𝑅

𝐻

4
1

2

𝒀:楊格膜量 𝒂:玻璃杯厚度
𝝆𝒈:玻璃杯密度 𝑹:玻璃杯半徑

𝑯:玻璃杯高度

酒杯加水之後會使得系統的總動能增加:

液體的動能:

𝛼
𝜋

8
𝜌𝑙𝑅

2𝜔2∆0
2 𝑠𝑖𝑛2𝜔𝑡න

0

ℎ

𝑓 𝑧 2𝑑𝑧

因此系統的總動能為玻璃杯的動能加水的動能:
𝐾′

= 𝜔2∆0
2 𝑠𝑖𝑛2𝜔𝑡 (

5𝜋

8
𝜌𝑔𝑎𝑅න

0

𝐻

𝑓 𝑧 2𝑑𝑧

+ 𝛼
𝜋

8
𝜌𝑙𝑅

2න
0

ℎ

𝑓 𝑧 2𝑑𝑧 )

而我們假設水不具可壓縮性，因此加水前後的位能不變

𝑈′ = 𝑈 =
3𝜋𝑌𝑎3

8𝑅3
1 +

4

3

𝑅

𝐻

4

න
0

𝐻

𝑓 𝑧 2𝑑𝑧 ∆0
2 cos2𝜔𝑡

由ω2 =
B

A
，且位能不變可知:

𝜔0

𝜔ℎ

2

=
𝐾′

𝐾0
將K及K′帶入後可得:

𝑓0

𝑓ℎ

2

= 1 +
𝛼

5

𝜌𝑙𝑅

𝜌𝑔𝑎

0׬
ℎ
𝑓 𝑧 2𝑑𝑧

0׬
𝐻
𝑓 𝑧 2𝑑𝑧

共振頻率推導(空杯)

H
a

R

二、探討頻率的來源

我認為這些頻率是由杯子的角度駐波所引起的，而對於圓柱體的杯子而言，其所產生的駐波頻率滿

足f =
nv

2πr
。(n=1,2,3…代表不同泛音的震動)。

測量角度方向的駐波

我將麥克風對著杯緣旋轉一圈，
並以麥克風作為氣壓計，測量不
同角度上的聲音(氣壓)強度，進
一步找出駐波的節點及腹點。

實驗結果

將蒐集的的資料進行normalize後，便可得到角度與音量的關係如下，並fitting Φ，可得以下結果:

由實驗可知，玻璃杯產生的駐波具有二個節
點及二個腹點，可對應到𝑛 = 2的震動，因此
我推測此玻璃杯𝑛 = 2的震動最為明顯，正好
符合基音能量最高，最為容易觀察的觀點。



諧音探討
我們一樣可以用能量算出共振頻率:

動能:

𝐾𝑛 =
𝜋

2
𝜌𝑔𝑎𝑅𝜔

2 1 +
1

𝑛2
∆0
2 𝑠𝑖𝑛2𝜔𝑡න

0

𝐻

𝑓 𝑧 2𝑑𝑧

位能:

𝑈𝑛 =
𝜋𝑌𝑎3

24𝑅3
𝑛2 − 1

2
+

𝑅

𝐻

4

∆0
2 𝑐𝑜𝑠2𝜔𝑡 × න

0

𝐻

𝑓 𝑧 2𝑑𝑧

柒、實驗變因

一、改變水量

Glass A中，由於取log，斜直線的斜率可以對應到(
ℎ

𝐻
)的次方數，可以發現接近5，

和我們推導的理論完全符合。

二、液體密度之影響

三、諧音偵測

這個研究中我們成功的算出了玻璃杯共振頻率及其他變因之間
的關係，也做了實驗來應證，而實驗和理論相當符合。大致上
我從能量的觀點進行研究，得知液體的量、密度越大，共振的

頻率就會越低，這是因會整體動能增加導致，即ω2 =
𝐵

𝐴
中的A

變大，因此頻率會變小。此外我們還測量了玻璃杯的駐波，得
知玻璃杯n=2的震動最為明顯，符合越低諧音，能量越高的觀
點。另外我們也成功地找出了不同諧音的頻率，並發現和實驗
結果相當符合，成功的解釋non-linear dispresion relation現象。

因此共振頻率應為:

𝑓𝑛 =
1

12𝜋

3𝑌

𝜌𝑔

1
2 𝑎

𝑅2

𝑛2 − 1
2
+

𝑅
𝐻

4

1 + 1/𝑛2

1
2

此時我們便可發現non-linear dispresion relation的發生，若我們整理一下式子:

𝑓 =
1

12𝜋

3𝑌

𝜌𝑔

1
2 𝑎

𝑅2

(2𝜋𝑟𝑓)
𝑣2

2

− 1

2

+
𝑅
𝐻

4

1 +
𝑣2

2𝜋𝑟𝑓 2

1
2

我們便可發現聲速會隨著頻率而改變，頻率越高聲速也就越快，是一個創新的發現。

log
𝑓0
𝑓𝐻

2

− 1 ∝ 4.9 log
ℎ

𝐻
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝑓0
𝑓ℎ

2

− 1 =
𝛼

5

𝜌𝑙𝑅

𝜌𝑔𝑎

ℎ

𝐻

5

∝ 𝜌𝑙

捌、總結

1 +
1

𝑛2
𝑓2 𝑛 = 𝐴 𝑛2 − 1

2
+ 𝐵
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