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摘要 

1. 本研究採用解析幾何方法發現，由正 n 邊形的特殊切割，發現了新正 n 邊形面積或與原正

n 邊形的面積比值都與切掉的小等腰三角形腰長或小正 n 邊形邊長具有特殊的二次函數的

關係，亦即    2

n nr x r x       ，其中
2

n
n

n 
 

sin
、

4 2
n

n

n

n


     

cot ，
 2

n

n

n





 ；

也因此，當切掉的小正 n 邊形的邊長在一定的長度時，可得出最小第二層正 n 邊形，且此

時所切掉的小正 n 邊形是最大的。 

2. 承 1，繼續特殊切割，並重複這些動作往內部一直畫出越來越小的正 n 邊形，當層數夠

多時，這樣的作圖最終會收斂成中間一點。最終取出每一層正 n 邊形對應的頂點，則頂

點軌跡可生成等角螺線，經證明得其總弧長及所掃面積分別與最外層正 n 邊形邊長及 

面積具一定關係存在。 

 

壹、 研究動機 

    在練習 2015 年 AMC8 的考古題時，看到一個題目：「邊長為 5 英寸的正方形被切掉了邊

長為 1 英寸的四個小正方形，問在剩下的圖形內，能放下的最大正方形的面積是多少？」，當

時我們用畢氏定理與相似性質解決了這個問題。後來又在一本「原來數學這麼有趣」[1]的書中，

看到一篇介紹蜘蛛與螺線的文章，讓我們又想到前面 AMC8 的那一題正方形考古題，突然覺

得可以在第二層最大的正方形中，切掉 4 個小正方形後，進而得到第三層最大正方形，甚至繼

續依此方法往內部作出更多層的最大正方形。基於此想法，於是決定往這方面研究下去。另外

於參考文獻[7]中，我們發現等角螺線的總弧長與正 n 邊形的邊數有關。因此，我們嘗試利用解

析幾何不同的解法來重新證明文獻[4]中的等角螺線公式是否仍然具有相同的性質。最後延伸

應用在正 n 邊形中，找出是否存在未發生的一些新發現。 
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貳、 研究目的 

1. 在邊長為 1 的原生正 n 邊形之 n 個頂點處切掉腰長為 r 的小等腰三角形後，作出 

剩下圖形中最大正 n 邊形（第二層正 n 邊形），探討： 

1.1 第二層正 n 邊形的面積與 r 的關係式； 

1.2 原生正 n 邊形與第二層正 n 邊形的面積關係； 

1.3 第二層正 n 邊形最小面積、切掉的小等腰三角形最大面積與 r 之關係。 

2. 承 1，在 n 個頂點處改切掉邊長為 r 的小正 n 邊形，得到第二層正 n 邊形， 

2.1 重新探討在 1.1~1.3 所發現關係式的一般化並與 1.1 ~ 1.3 的結果做比較。 

2.2 驗證 2.1 中所有關係的一般化結果。 

3.  承 1、2 的作法，依照切掉的小正 n 邊形與原生正 n 邊形的邊長比例關係，繼續在 

    原圖形中往內部作出第三層、第四層、 的漸小正 n 邊形，再依每層對應的頂點 

    形成的等角螺線，如「討論與結論」中表格三的 4 張圖，探討： 

3.1 原生正 n 邊形中 n 條等角螺線長與原正 n 邊形邊長的倍數關係； 

3.2 任一條等角螺線掃過的面積與原正 n 邊形面積的關係。 

 

參、研究設備及器材 

   紙、筆、電腦、GSP 動態幾何繪圖軟體 

 

肆、研究過程或方法 

    本文第一節先介紹已知性質，第二節則介紹新名詞的定義，第三節開始則依研究架構 

流程圖進行所有結果的探討，最後對文獻參考重點與本作品研究結果做差異性的分析比較。 
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正 n 邊形經特殊切割產生第二層

正 n 邊形的相關面積問題 

切割方式○1 ：在正 n 邊形 n 個頂點

處切掉腰長為 r 的小等腰三角形 

切割方式○2 ：在正 n 邊形 n 個頂點

處切掉邊長為 r 的小正 n 邊形 

發現(一)第二層正 n 邊形面積、(二)與

原正 n 邊形面積比值皆和 r 有關係： 

研究 1、2、3、4、5 

發現(一)第二層正 n 邊形面積、(二)與

原正 n 邊形面積比值皆和 r x 有關

係：研究 6 

統整出(一)第二層正 n 邊形面積一般

式、以及(二)與原正 n 邊形面積比值

關係一般式：研究 7 

正 55r
 邊形中，在

1
2r x  時，x 與 r

有黃金分割：研究 8 

依切割方式○1 作出更多層漸小的正 n

邊形， 3,4,5,6n  ，並取對應頂點生

成等角螺線，其弧長與原正 n 邊形邊

長的倍數關係：研究 9、10、11、12 

統整研究 9~12 的結果，得到等角螺

線總弧長與正 n 邊形邊長的倍數關係

一般式：研究 13 

正 n 邊形中任一條等角螺線掃過面積

與正 n 邊形面積的倍數關係一般式：

研究 14 

討論與結論（含作品結果與文獻參考

重點之差異分析表） 

研 究 架 構 圖 



4 
 

一、已知性質介紹： 

 性質 1：如圖 1，在36 54 90  的特殊直角三角形中， 

        36 54 90  的對邊邊長比為    5 2 5 :1: 5 1  。  

 性質 2：若一正 n 邊形的邊長為 a，則其面積為
2

cot
4

na

n

 
 
 

。 

 

二、名詞定義：   

   原生正    邊形： 

1. n：邊長為 1 的原生正多邊形邊數； 

2.n：是指在頂點處切掉的小正 n 邊形邊數，本作品中只會探討 3 和 n ，也就是切掉 

小等腰三角形與小正 n 邊形二種情形； 

3. r ：是指切掉的小正 n 邊形的邊長。 

   例如圖 2 是一個原生正
33r


角形 1 2 3A A A ，其中 n=3， 3n  是指頂點處 

   切掉的是小正三角形，r 為每個切掉的小正三角形之邊長。 

 

 

三、探討原生正 3
rn 邊形中第二層正 n 邊形的面積與 r 的關係 

  (一)原生正 33r
 角形： 

      我們只探討切掉小正三角形的情形，如圖 3 所示，  

  切掉的 3 個全等的小正三角形分別為 1 1 1,3A B A 、 2 2 2,1A B A 和 

  3 3 3,2A B A ，其中在 3 3 3,2A B A 中，令其邊長為 r，高為 h， 

  則可得到研究 1 如下。   

圖 1：36 54 90  特殊 

直角三角形的邊長比例關係 

B3

B2

B1

A3A2

A1

圖 2 

圖 3 

r

h

A3,2

B3

B2

A2,1

A1,3

A3

A1

A2

B1

 54

 36

 5 2 5
 5 1

1

n
rn
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證明：(1) 因為 60sinh r   且  3 3 2 3

1
1

2
sinA B B r r        

                            23

2

sin
r r


    

      又正 n 邊形面積公式為
2

4
cot

na

n

 
 
 

，則正 2
1 2 3

3 3
1

4 3 4 3
cot cotA A A

         
 

  

      23
1 2 3 1 2 3 3

2
正

sin
B B B A A A r r


        23 33 3

2 4

sin cot
r r

 
   

    (2) 在一般情形下，      

      
 

 
23 3

1 2 3

32

2
3

1 3

2

3 3

2 4
3

4

1
3

r rB B B
r

A A A
r



 



 
     

 




sin cot

cot
sin tan

面積

面積
， 3 60

3

     ∎ 

    由研究 1 的結果(1)、(2)可知， 

1. 第二層正三角形 1 2 3BB B 的面積與 r 為二次函數關係。 

於是可以利用配方法找出 1 2 3BB B 面積的最小值，如圖 4，

2

1 2 3

3 3 1 3

4 2 16
B B B r

     
 

 ， 

當
1

2
r= 時，正 1 2 3

3

16
B B B  最小，此時 1 1 1 3 1 1 3

3 1 3

4 4 16
A B A A B B    , ( )即 最大 

B3B1

B2
A3A2

A1

研究 1：如圖 3 

在原生正
33r


角形 1 2 3A A A 中，在 3 個頂點處切掉三個邊長為 r 的小正三角形 1 1 1,3A B A 、

2 2 2,1A B A 和 3 3 3,2A B A ，則 

(1)最大正 1 2 3BB B 的面積與 r 的關係式為  23 33 3

2 4

sin cot
r r

 
  ， 3 60

3

     

(2)在一般情形下，正 1 2 3BB B 與原生正
33r


角形 1 2 3A A A 的面積比值為

 2
32 1

3
sin tan r r

     
 

  

圖 4 



6 
 

2. 在
1

2
r  時，正 1 2 3B B B 面積為原生正

33r


角形 1 2 3A A A 面積的
1

4
倍是最小倍數關係。 

 

(二)原生正
34r


邊形：也就是正方形切掉 4 個小等腰直角三角形，如圖 5，切掉的 4 個全等

的小等腰直角三角形分別為 1 1 1,2A B A 、 2 2 2,3A B A 、 3 3 3,4A B A 和 4 4 4,1A B A ，令其腰長為 r，則可

得到研究 2 如下。 

 

 

 

 

 

證明：(1)因為 4 個全等直角之面積和    2
4 4

1
1 4 2

2
r r r r      sin= sin   

      又正方形 1 2 3 4AA A A 面積 4 44
= cot cot

4 4 2 2

          
 

      正方形 1 2 3 4BB B B 面積  24
42

2
r r


    

 
cot sin  

                           2 4
42

2
r r


     

 
 sin cot    

       

     (2) 在一般情形下， 

 21 2 3 4 4
4

1 2 3 4

2
2 4

B B B B
r r

A A A A

 
           

   
sin cot cot

正方形 面積

正方形 面積
 

     2
42 1

4
r r

     
 

sin tan          故得證   ∎ 

        

 

 

 

圖 5 

研究 2： 

在原生正
34r


邊形 1 2 3 4AA A A 中，在 4 個頂點處切掉四個腰長為 r 的小等腰直角三角形，則 

(1)正方形 1 2 3 4BB B B 的面積與 r 的關係式為  2 4
42

2
sin cotr r

     
 

， 4 90
2

      

(2)正方形 1 2 3 4B B B B 面積與原生正
34r


邊形 1 2 3 4AA A A 的面積比值為  2
42 1

4
r r

     
 

sin tan  

A3,4

B1

B2

A1,2

A2,3 B3

B4

A3

A4,1 A4A1

A2
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由研究 2 的結果(1)、(2)可知，如圖 6， 

1. 第二層正方形 1 2 3 4BB B B 的面積與 r 有關，為 r 的二次函數關係。 

 當
1

2
r= 時，正方形 1 2 3 4BB B B 面積

1

2
 最小，此時 

1 1 1 2 1 1 2

1

8
A B A A B B  , ( )即 最大。 

2. 在
1

2
r= 時，正方形 1 2 3 4BB B B 面積為原生正

34r


邊形 1 2 3 4AA A A 面積的
1

2
倍是最小倍數關係。 

 

    從研究 1、2 的結果，可以看到第二層的正三角形、正方形面積皆與原生正三角形、正方

形中切掉的小等腰三角形之腰長有二次函數的關係，且此函數的每一項係數都是整數。接下

來觀察原生正
35r


邊形時，發現其內角是比較特殊的角，故其對邊的長度也是成特殊的根式 

比例關係，我們繼續探討原生正
35r


邊形、正
36r


邊形、…….等在可能會有相同規律關係下，

其二次函數的係數是否也有不錯的形式。 

  

(三)原生正
35r


邊形：也就是正五邊形切掉 5 個小等腰三角形 

    如圖 7，切掉的 5 個全等的小等腰三角形分別為 

    1 1,2 1A A B 、 2 2,3 2A A B 、 3 3,4 3A A B 、 4 4,5 4A A B 和 5 5,1 5A A B ， 

令其腰長為 r，則可得到研究 3 如下。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 7 

圖 6 

研究 3： 

在原生正
35r


邊形 1 2 3 4 5AA A A A 中，在 5 個頂點處切掉五個腰長為 r 的小等腰三角形，則 

(1)正五邊形 1 2 3 4 5BB B B B 的面積與 r 的關係式為  25 55 5

2 4 3
r r

     
 

sin
cot ， 

(2)正五邊形 1 2 3 4 5B B B B B 面積與原生正
35r


邊形 1 2 3 4 5AA A A A 的面積比值為

 2
52 1

5
r r

     
 

sin tan 。  

H

A2,3

A3,4 B4

A1,2

B2

B3 A4,5

B5

A5,1

B1

A4

A5

A3

A2

A1

B2

B3

B4

A3

B1 A4A1

A2
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證明：(1)由性質 2 可知，邊長為 t 的正五邊形面積公式為
2

55

4 5 2

t  
  

cot   

        當 1t  時，原生正
35r


邊形 1 2 3 4 5AA A A A 面積 55

4 5 2

    
cot  

        圖 7 中，若 3 3,4 3A A B 的腰長為 r，高為 3 5sinB H r   ， 

      3 3 4B AB 面積    25
5

1
1

2 2
r r r r


     

sin
sin        

      3
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 3 3 45rB B B B B A A A A A B A B   正五邊形 原生正5 邊形   

                          25 555

4 5 2 2
r r

      

sin
cot  

                          25 55 5

2 4 3
r r

     
 


sin

cot  

  (2)在一般情況下， 

      1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

B B B B B

A A A A A

正五邊形 面積

正五邊形 面積
 25 5 55 5 5

2 4 3 4 3
r r

      
       

    

sin
cot cot  

                             2
52 1

5
r r

     
 

sin tan            故得證  ∎ 

     

   由研究 3 的結果(1)、(2)可知， 

1. 第二層正五邊形 1 2 3 4 5BB B B B 的面積與 r 有關，為 r 的二次函數關係。 

   當
1

2
r= 時，正五邊形 1 2 3 4 5BB B B B 面積

8 25 10 5 5 10 2 5

32

  
 最小， 

   此時 1 1 1 2 1 1 2

10 2 5

32
A B A A B B


  , ( )即 最大，如圖 8。 

    2. 在
1

2
r= 時，正五邊形 1 2 3 4 5BB B B B 面積為原生正

35r


邊形 

       1 2 3 4 5AA A A A 面積的
3 5

8


倍是最小倍數關係。 

 
   

圖 8 

B5

B1B2

B3

B4
A4

A5

A3

A2

A1

圖 7 
H

A2,3

A3,4 B4

A1,2

B2

B3 A4,5

B5

A5,1

B1

A4

A5

A3

A2

A1
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 (四)原生正
36r


、
37r


邊形：也就是正六邊形切掉 6 個小等腰三角形、正七邊形切掉 7 個小等 

腰三角形，令其腰長為 r，則我們得到研究 4、5 如下。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
證明：同前述研究。 

 
由研究 4 的結果(1)、(2)可知， 

 1. 當
1

2
r= 時，正六邊形 1 2 3 4 5 6

9 3

8
B B B B B B 面積 會最小，此時 6 個切掉的小等腰三角形

3

16
 會最大，如圖 10。 

2. 在
1

2
r= 時，正六邊形 1 2 3 4 5 6BB B B B B 面積是原生正

36r


邊形 1 2 3 4 5 6A A A A A A 面積的
3

4
倍 

是最小倍數關係。 

 

 

 

圖 10 

研究 4：如圖 9 

在原生正
36r


邊形 1 2 3 4 5 6A A A A A A 中， 

(1)正六邊形 1 2 3 4 5 6B B B B B B 的面積與 r 的關係式為  2 6
6

3
3

2 4
sin cotr r

     
 

， 

(2)正六邊形 1 2 3 4 5 6面積BB B B B B 與原生正
36r


邊形 1 2 3 4 5 6A A A A A A 的面積比值為

 2
62 1

6
sin tan r r

     
 

 

A1,6
B6

B5

A5,4
B4

A4,3
B3

A3,2

B2

A2,1
B1

A6

A5A3

A2

A4

A1

A6,5

圖 9 

B3 B4

B5

B6B1

B2

A6

A5
A3

A2

A4

A1
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證明：同前述研究。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由研究 5 的結果(1)、(2)可知， 

1. 當
1

2
r= 時，正七邊形 7

1 2 3 4 5 6 7 7

7
2cot sin

8 5
B B B B B B B

     
 

面積 會最小，此時 7 個切掉的小 

等腰三角形面積 7 71

4 2 2

    
 
sin cos 會最大，如圖 12， 7 代表正七邊形的內角度數。 

2. 當
1

2
r= 時，正七邊形 1 2 3 4 5 6 7BB B B B B B 面積是原生正

37r


邊形 1 2 3 4 5 6 7A A A A A A A 面積的

7

1
2

2 7


     

  
sin tan 倍是最小倍數關係。 

 

 

 

 

圖 11 

A3,4

B2

A4,5

B3 A5,6

B5

A6,7

B6

A7,1

A1,2 B7

A4

A6

A2,3

B1
A7

A5

A3

A2

A1

B4

B6

B5

B4

B3

B2

B7B1
A2 A7

A6

A5A4

A3

A1

研究 5：如圖 11 

在原生正
37r


邊形 1 2 3 4 5 6 7A A A A A A A 中， 

(1)正七邊形 1 2 3 4 5 6 7B B B B B B B 的面積與 r 的關係式為  27 77 7

2 4 5

sin
cotr r

 
  ； 

(2)正七邊形 1 2 3 4 5 6 7面積BB B B B B B 與原生正
37r


邊形 1 2 3 4 5 6 7A A A A A A A 的面積比值為

 2
72 1

7
sin tan r r

     
 

。 

圖 12 
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四、探討原生正 44r
 、 55r

 、、 n
rn 邊形中第二層正 n 邊形的面積與 r 的關係 

    從研究 1 到 5，我們是針對原生正 n 邊形切掉 n 個腰長為 r 的小等腰三角形後，得到內

部第二層的最大正 n 邊形，探討其面積與 r 的關係後，又得到其最小面積的情形。接下來繼

續探討原生正 n 邊形切掉邊長為 r 的小正 n 邊形時，內部得到第二層的最大正 n 邊形面積與 r

之間，彼此又有什麼關係呢？當然第二層正 n 邊形的 n 個頂點已無法是切掉小正 n 邊形的一

個頂點，而是第二層正 n 邊形的 n 個邊必會通過切掉小正 n 邊形的一個頂點而得之，如圖

13，第二層正五邊形的一邊 1 2B B 通過小正五邊形 

1 1 2 1 3 1 4 1 5, , , ,A A A A A 的其中一個頂點 1 4,A ，也因為如此， 

圖形中多出了一個線段 1 5 1,A B 。於是本研究假設 

這樣的線段為 x，也就是 1 5 1 2 5 2 3 5 3A B A B A B , , ,  

4 5 4 5 5 5A B A B x  , , 。我們從原生正
44r


邊形開始討論切掉 4 個 

小正方形後得到內部最大正方形 1 2 3 4BB B B 面積與 r 的關係演變成如何呢？推導分析如下： 

如圖 14，由畢氏定理，
2 2 2

1 2 1 1 1 2B B A B A B     

    正方形 1 2 3 4B B B B 面積    2
2 2 1r x r x     

     

    上式剛好與研究 2 中關係式  2 4
42

2
sin cotr r

     
 

的係數數值化 

結果 22 2 1r r  有相同規律形式。於是本研究進一步想到切掉小等腰三角形或小正 n 邊形其

實是一樣的，如圖 15，也就是小等腰三角形的腰長 'r 等於小正 n 邊形的邊長 r 加上多出來的

x。於是在原生正 n 邊形的 n 個頂點處切掉小正 n 邊形後，得到第二層正 n 邊形面積或該面積

是原生正 n 邊形面積的幾倍關係，一定也會與 r x 的二次函數有關，且具有與研究 1~5 相同

規律的係數關係。最後推論並驗證得到研究 6。 

 

A4,4
A4,3

A2,3

A2,4
A5,4

A5,3

A3,3

A3,4
A4,2

A4,5A3,2

A3,5

A2.2

A2,5

A5,5

A1,4
A1,3

A1,5

A5

A4A3

A2

A1A1,2

A5,2
B2

B3

B4

B1

B5

圖 13 

圖 14 

A3,3
A2,3A2,4

A2,2

A1,3 A4,3

A1,4

A4,4

A3,2

A4

A3

A1

A2

A4,2

A3,4

A1,2

B1

B2

B3

B4
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證明：(1) 如圖 16，過 2B 作 2 2 3 2B H A A


於 2H    

2 2 2 2 2 3180H A B B A B   180 n    

         其中
 2 180

n

n

n


  
  

      令 2 2A B x r A   、又 2 2,nA A r ， 2, 2nA B x  

       2 2

2 2

sin 180 sinn n

B H

A B
        

      2 2 2 2 sin nB H A B    sin nx r   sin nA    

      2 2 3 2 3 2 2

1

2
B A B A B B H      1

1 sin
2nA A      2sin

2
n A A


                           

      再搭配性質 2 的正 n 邊形面積公式可得 

研究 6：如圖 16 

在原生正
n

rn
邊形 1 2 3 nAA A A 中， 3 4 5n  , ,  ，在 n 個頂點處切掉 n 個邊長為 r 的小正 n

邊形，令 1 1 2 2 3 3n n n n n nB A B A B A B A x    , , , , ，
 2

n

n

n





 為正 n 邊形的任一內角度數，

180  角的徑度量。則 

(1)正 n 邊形 1 2 3 nB B B B 的面積與 r、x 的關係式為    2 1

2 4 2
n nn

r x r x n
n

               

sin
cot   

(2)正 n 邊形 1 2 3 nB B B B 面積與原生正
n

rn
邊形 1 2 3 nAA A A 的面積比值為

     2
2 1sin tann r x r x

n

           
 

圖 15 

圖 16 

A1,4A1,3

A1,5
A1

A1,2

B1

r+x=r'
r+x=r'

A1,3

A1,4A1
A1,2

B1

A2,2

H2

A1,3 An,n
An,3

An,2An

An-2

A2,n

A2,3

A3,n

A3,3A3,2
A3

A1,nA1,2
A1

A2 An-1

O

B1

B2

B3

Bn

Bn-1
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  正 n 邊形 1 2 nB B B 面積 = 正 n 邊形 1 2 2 2 3nA A A n B A B  面積 面積   

                 2 2sin
1 cot

4 2 2
n nn

n A A
n

         
  

                 2sin
cot

2 4
=

2
n nn n

A A
n

       
                            

     (2)在一般情形下， 1 2

1 2

n

n

n B B B

n A A A




正 邊形 面積

正 邊形 面積
 2

2 4 4
n

nn n nA A
n


        

  

cotsin
cot                

                      
 2

4
1

2
nn A A

n
n




 
  



sin

cot
 22 1n A A

n

     
 

sin tan  

     故得證                                                              ∎ 

     

由研究 6 的結果(1)、(2)可知， 

1. 當
1

2
r x  時，正 n 邊形 1 2 3 nB B B B 面積 2

8 2
n

n

n

n




  
     

cot sin 會最小，此時 n 個切掉

的全等小正 n 邊形最大面積為 21

4 2
nn r

n

  
     

cot ； 

2. 在
1

2
r x  時，正 n 邊形 1 2 3 nB B B B 面積是原生正

n
rn

邊形 1 2 3 nAA A A 面積的

1
2

2 n n


    

  
sin tan 倍，是最小倍數關係。 

 

本研究統一討論原生正
3

rn 邊形  0 的情形x  ，並將研究 1~6 的面積關係式中所有二次 

函數的各項有規律的係數轉換成 n 、 n 、 n 而得到一般化的結果，如研究 7 所示。 

 

 

 

 

 2
n

n

n




 


n


 

2
n

n





 

研究 7： 

在原生正
3

rn 邊形中， 3 4 5n  , , ，在 n 個頂點處切掉 n 個腰長為 r 的小等腰三角形，則 

(1)第二層正 n 邊形面積與 r 的關係式為  2
n nr r   ，

2
n

n

n 
 

sin
、

4 2
n

n

n

n


     

cot  

(2)第二層正 n 邊形與原生正
n

rn
邊形的面積比值為  2 1n r r   ， 2n n n

     
 

sin tan 。 
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另外值得一提的是如下面研究 8 的結果： 

 

 

 

 

證明：如圖 17，在 1 1,3 1,4A A A 和 1 1,5 1,4B A A 中， 

      1 1,2 1,2 1,3 1,3 1,4 1,4 1,5A A A A r A A A A    ， 

      1 1,3 1,4 1 1,4 1,3 72A A A A A A   ，又 1 1,5 1,4 180 108 72B A A       

      且 1,5 1 1,4

180 108
36

2
A B A

  
    1 1,4 1,5 72B A A     

       1 1,3 1,4 5 1,5 1,4A A A B A A ASA    皆為36 72 72  的 

      黃金等腰三角形且 1 1,3 1 1,5 1 1,4 1 1,4A A B A x B A A A      

      兩腰皆等於 x, 底邊為 r 的黃金等腰三角形      

      
5 1

2

x

r


  為黃金分割比，又

1

2
x r 

5 1 1

2 2
r r


     

      
1 2

2 3 5

3 5

4
r   




5 1 3 5

2 4
x

 
  

5 1

4



  

    也就是
1

2
x r  時, 切掉的正五邊形 1 1,2 1,3 1,4 1,5A A A A A 會最大，且第二層正五邊形 1 2 3 4 5BB B B B

會最小，此時
5 1 3 5

 
4 4

x r
 

  、 ，且
5 1

2

x

r


 為完美的黃金比例分割比 ∎ 

     

    分析第二層正 n 邊形之後，我們被「原來數學這麼有趣」書中的「蜘蛛與螺線」[1]一文

吸引而想到如果對第二層正 n 邊形繼續作出第三層正 n 邊形，再對第三層正 n 邊形作出第四

層正 n 邊形， 一直重複作下去，產生多層且漸小的正 n 邊形圖形又有什麼有趣的結果發

研究 8：如圖 17 

當
1

2
r x  時，在原生正

55r


邊形中的
3 5

4
r


 、

5 1

4
x


 ，且 x 與 r 的比值為

5 1

2


，

為黃金比值。 

 

圖 17 

A4,3
A4,4

A4,5

A5,4

A5,3

A5,5

A3,4
A3,3

A3,2

A2,4

A2,3
A2,2

A1,4

A1,5

A1,3

B1

B5

B2

A2

A1

A5

B3

B4
A4A3

A1,2

A2,5

A3,5

A5,2

A4,2
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生呢？就像在文獻[9]書中引用自然界中的雛菊和向日葵的花蕊排列、鸚鵡螺的外殼、象鼻、

羊角、幾何界裡的黃金矩形、三角形等都可見等角螺線的蹤跡，我們也在正 n 邊形中發現此

等角螺線，且得到等角螺線總弧長與掃過面積竟與正 n 邊形的邊長與面積具有遞迴性的比例

關係，而當中的美應該就是來自遞迴排列的美麗呈現吧！ 

 

五、探討原生正 3
rn 邊形  =3,4,n  中的等角螺線 

    依第二層的作法繼續往內部作出 n  n足夠多 層的正 n 邊形，先設定切掉的小正 n 邊形為

小等腰三角形，且小等腰三角形腰長與該層正 n 邊形邊長維持 1 1 1: 1:nA A A B r 的比例來切，

如此重複相同的作法往內部作出足夠多層的正 n 邊形後，最後會有足夠小的正 n 邊形會收斂

在內部的中心點 O 上。取每一層正 n 邊形對應的頂點會形成等角螺線，且等角螺線長與原生

正
3

rn 邊形邊長（邊長為 1）的比值關聯性，本研究也逐一討論並實際驗證作圖及證明。 

 

 (一)等角螺線及螺線長的介紹： 

    本研究在「數學知識」網站上查到關於趙文敏教授的一篇有關等角螺線的介紹[2]，從文

章中了解到等角螺線的定義如下 

    如圖 18，若一曲線在每個點 1C 的切向量都與某定點 O 至此點 1C 所成的向量 1OC


夾成一

定角，且此定角不是直角，則此曲線稱為一等角螺線 (equiangular spiral)，O 點稱為它的 

極點 (pole)。 

     

趙教授的例子[2]與「蜘蛛與螺線」[1]的結論是一樣的， 

都是由正方形中的等角螺線開始討論，而在「昌爸工作坊」 

網站[3]也提到正方形中的等角螺線總弧長會等於正方形的 

邊長。於是本研究延伸趙教授等角螺線弧長的公式去探 

討其他正多邊形中等角螺線總弧長與該正 n 邊形邊長的關係。 

O

A1

A

B1

B

C1

C

D1

D

圖 18 
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並且在第 34 屆全國科展得獎作品「有趣的對數螺線」[4]中找到等角螺線長度的公式如下： 

    如圖 19 的等角螺線，幅角 滿足     ， 2    是螺線從依逆時針方向轉一圈

到達 的弧度，則這一段的螺線弧長為  cot cotsec ae ae     ，其中 為等角螺線定義中處處

相等的角度（在正方形中 45  ），將此區間 ,  等分成 n 等分，設每一等分幅角為

h
n

 
 ，則在 0

2

  的情形下，當螺線從起始點開始  0   經過 n 圈到終點極點 O

 2n    的總弧長 S 之推導如下： 

    
1

1

0

n
i hih

n i

S a e e
  


    

 

   cotcot
lim sec  

         12 n hh h h nh

n
a e e e e e e

                



       cotcot cot cot cotcotlim sec + +   

  nh

n
a e e    


   cotcotlim sec ， h

n

 
   

n
n

n
a e e

  
 

   
 



 
    

 

cot
cotlim sec   

 
n

a e e   


  cot cotlim sec ， 

  

其中 0   0 2 2n n        ，又 n     

S a e     cotsec ，其中 cotae  為極點 O 與螺線起始點的直線距離，這個距離在每個正 n

邊形中都不一樣，也可從這距離計算出不同的 a 值。故最後得到 secS a   。因此，本研究

從已知的正方形等角螺線弧長等於正方形邊長來檢驗它的 a 值為何。 

 

 

 

 

 

O

圖 19 

 cot ,ae  

  2 cot , 2ae      
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(二)正方形中的等角螺線： 

 

 

 

 

 

 

 

證明：由前面推導得到的等角螺線總弧長公式 

      S a e    cotsec ， 1A 是螺線的起始點， 0     

      
90

45
2

 
  ，其中 cot 45

1OA ae  0 cot451

2
ae a     

      1 2

1 1
sec45 1 2 1

2 2
S A A       弧長  

      故得證。                             ∎ 

     

    從研究 9 可以了解到等角螺線弧長公式中的 a 其實可以視為螺線起始點 1A 與極點 O（螺

線終點）的直線距離。因此本研究持續推導正三角形、正五邊形、正六邊形及正 n 邊形中的

等角螺線總弧長公式（如研究 10 ~ 13）。 

 

(三)正三角形中的等角螺線： 

 

 

 

 

 

研究 9：如圖 20 

在邊長為 1 的原生正方形 1 2 3 4AA A A 中，在其 4 個頂點處切掉邊長為 r 的小等腰直角三角形

後，在其內部作出第二層的正方形，再依 1 4 1 1: 1:A A A B r 的相等比例作出第三層、第四

層、 作出足夠多層的正方形後，最後會有足夠小的正方形收斂在內部的中心點 O 

（稱作極點）上。取每一層正方形對應的頂點會形成等角螺線，且等角螺線長與原生 

正
34r


邊形邊長的比值關係為 1，也就是等角螺線總弧長等於正方形邊長。 

圖 20 

研究 10：如圖 21 

在邊長為 1 的原生正
33r


角形 1 2 3A A A 中，同研究 9 的作法作出足夠多且最後收斂在中心點 O

上的正三角形。取每一層正三角形對應的頂點會形成等角螺線，且等角螺線總弧長與原生

正
33r


邊形邊長的比值關係為
2

3
 ，也就是等角螺線總弧長等於正三角形邊長的

2

3
倍。 

O

B1A1

B4

B3
A2

B2

A3

A4
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證明：由前面推導得到的等角螺線弧長公式 

      S a e    cotsec ， 1A 是螺線的起始點， 0     

      60
30

2
 
  ，其中 cot 30

1OA ae   0 cot303

3
ae a     

      
3 3 2 2

sec30 1
3 3 33

S      總弧長  

      故得證                           ∎ 

 

(四)正五邊形中的等角螺線： 

 

 

 

 

 

 

 

證明：由前面推導得到的等角螺線弧長公式及性質 1 

      S a e    cotsec ， 1A 是螺線的起始點， 0   ，
108

54
2

 
   ， 

其中 cot 54
1OA ae a   ，又  1

1
: 5 1 : 5 2 5

2
OA      

      
 

1

1
5 1

2

5 2 5


 


OA

50 10 5

10


    

50 10 5

10
a


    

       總弧長
5 1

sec54 1
2 5 2 5

S  
  



5 1 5 1

5 2 5 2 5 2 5

 
 

 

5 5

5


   

      故等角螺線總弧長為原生正
35r


邊形邊長的
5 5

5


倍                   ∎ 

D1

C1

A3A2

A1

O

B1

圖 21 

研究 11：如圖 22 

在邊長為 1 的原生正
35r


邊形 1 2 3 4 5A A A A A 中，同研究 9 的作法作出足夠多且最後收斂在中心

點 O 上的正五邊形。取每一層正五邊形對應的頂點會形成等角螺線，且等角螺線總弧長

與原生正
35r


邊形邊長的比值關係為
5 5

5


，也就是等角螺線總弧長等於正五邊形邊長的

5 5

5


倍。 



19 
 

 

 

 

 

 

 

 

(五)正六邊形、正 n 邊形中的等角螺線： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明：參考圖 24，由等角螺線弧長公式 S a e    cotsec ， 1A 是螺線的起始點，   

      0   ，
 21 2

2 2

nn

n n


 


   ，其中 

 1
1 1

1 1

2
sec sec sec

2

OA n
OA M

nA M
       

 
  

0 cot
1 1 1

2
sec

2

n
OA A M ae a

n
       

 
 

1 2
sec

2 2

n
a

n
    

 
   

圖 23 
圖 22 

研究 12：如圖 23 

在邊長為 1 的原生正 36r
 邊形 1 2 3 4 5 6A A A A A A 中，同研究 9 的作法作出足夠多且最後收斂在中

心點 O 上的正六邊形。取每一層正六邊形對應的頂點會形成等角螺線，且等角螺線總弧長

與原生正
36r


邊形邊長的比值關係為 2，也就是等角螺線總弧長等於正六邊形邊長的 2 倍。 

研究 13：如圖 24 

在邊長為 1 的原生正
3

rn 邊形 1 2 3 nAA A A 中，同研究 9 的作法作出足夠多且最後收斂在中心

點 O 上的正 n 邊形。取每一層正 n 邊形對應的頂點會形成等角螺線，且等角螺線總弧長與

原生正
3

rn 邊形邊長的比值關係為 21 2
sec

2 2

n

n
 

 
 

，也就是等角螺線總弧長等於正 n 邊形邊

長的 21 2
sec

2 2

n

n
 

 
 

倍， 180  角的徑度量。 

圖 24 

B2
O

B4

B5

B6

B1

B3

A6

A5

A4A3

A2

A1

B5

B4

B3

B2

B1

A5

A4A3

A2

A1

O

M1

An

An-2A3

A1

A2 An-1

O

B1

B2

B3

Bn

Bn-1
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cot 21 2
sec sec

2 2

n
S a e

n
         

 
總弧長          ∎ 

 

    由研究 13，當 3n 時，總弧長
2

2 21 3 2 1 1 2 2
sec sec 30

2 2 3 2 2 33
S                

； 

當 5n 時，總弧長

2

2 21 5 2 1 1 5 1 5 5
sec sec 54

2 2 5 2 2 55 2 5
S 

                 
，皆滿足研究 

10、11 的結果喔！如圖 25、26 為正七邊形、正八邊形的等角螺線圖，正多邊形是不是越來

越「正」了呢？！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (六)正 n 邊形的邊長與其內部等角螺線總弧長關係式的驗證： 

    在趙文敏教授的文章[2]及第 34 屆全國科展得獎作品 

「有趣的對數螺線」[4]中有提到，可以對等角螺線長的公式做一項 

有趣的幾何解釋，也就是 

 

     

 

 

圖 25 圖 26 

A7

A6

A5A4

A3

A2

A1

A7

A8

A6

A5A4

A3

A2

A1

圖 27[4] 

如圖 27，過 O 做一直線與OP 垂直，因為過 P 的切線與OT  

不垂直，所以上述垂直線與切線交於一點 T。由於 OPT   ， 

於是可得 secPT OP   。換言之，由 P 點繞回 O 點的弧長與 

PT 的長相等，這是數學家托里切利在 1644 年出版的「幾何操

作」中所發現的性質。 
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於是我們依據上述的說法對本文之邊長為 1 的正 n 邊形（ 3, 4,n  ）之等角螺線總弧長進行

幾何解釋如下： 

 

1. 正三角形的等角螺線：如圖 28，過 O 作 1OA 的垂直線 L 交 

1 3A A 於 N，則螺線總弧長會等於 1A N 的長，而 

1
1 1 3

2 2
1

3 3

AO
A N A A

AM
     ，此與研究 10 的結果相同。 

 

2. 正五邊形的等角螺線：如圖 29，過 O 作 1OA 的垂直線 L 

與 1 5A A 的延長線交於 N，則 1AON 為36 54 90  的直角 

三角形，且螺線總弧長會等於 1A N 的長，而 

1 1

5 1 5 1 50 10 5

105 2 5 5 2 5
A N AO

  
   

 
 

5 5

5


 ，此與研究 11 的結果相同。 

 

3. 正六邊形的等角螺線：如圖 30，過 O 作 1OA 的垂直線 L 

與 1 2A A 的延長線交於 N，則 1AON 為30 60 90  的 

直角三角形，且螺線總弧長會等於 1A N 的長，而 

1 12 2 1 2A N AO    ，此與研究 12 的結果相同。 

 

 

 

 

圖 28 

圖 29 

圖 30 

M

N

D1

C1

A3A2

A1

O

B1

L

L
N

B4

B3

B2

B5
A5

A4A3

A2

B1
A1

O

L

N

B2
O

B4

B5

B6

B1

B3

A6

A5

A4A3

A2

A1
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(七)等角螺線掃過面積與正 n 邊形面積的關係探討 

如圖 19 的塗色部分，為文獻[4]中等角螺線 

掃過的面積，公式即為  4 cot 2tan
1

4
e t     

（ cot 0 cott ae ae a     ， 0  為螺線起點的幅角）， 

若應用在正 n 邊形中，可得到正 n 邊形中一條等角螺線 

掃過面積與正 n 邊形面積的關係一般式如下面的研究 14 所述。我們先從 n=3、4、5、6 的 

正 n 邊形開始探討。 

1. n=3 時，由文獻[4]中等角螺線掃過的面積公式，我們將它應用在正三角形中，則 

掃過面積為  4 30 230
1

4
cottan

e a 
  ，

1

3
a  (由研究 10)， 30=   

             4 30 4 30 2 4 30 33 1 3 1
1 3

9
1 1 1

36 9 4
原生正 角形面積coc tot cot

re e e                 

2. n=4 時，等角螺線掃過面積為  4 45 245
1

4
cottan

e a 
  ，

1

2
a  (由研究 9)， =45   

             4 45 4 45 4 45 321 1
1 1 1

1
1

8 8 8
原生正4 邊形面積cocot ot tc

re ee               

3. n=5 時，螺線掃過面積為  4 54 254
1

4
cottan

e a 
  ，

50 10 5

10
a


 (由研究 11)， =54   

          4 54 4 545 5 5 5 5
54 1 1 54

40 50 4
cot cottan tane e     

         

        4 54 35 5
1

50
原生正5 邊形面積cot

re   
   

4. n=6 時，螺線掃過面積為  4 60 260
1

4
cottan

e a 
  ， 1a  (由研究 12)， =60   

       4 60 4 601 1 3 3
60 1 1

4 6 2
cot cottan e e             

 4 60 31
1

6
原生正6 邊形面積cot

re      

 

 cot ,ae  

圖 19 塗色部分為掃過面積 

  2 cot , 2ae      
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證明：如圖 19，由文獻[4]得到等角螺線掃過面積公式為  4 21
4

cottan
e t    ， t ae  cot  

      因為此作品中的 0  ，即為螺線的起點，所以 t ae a  cot ，故上式可寫成 

       4 21
4

cottan
e a    ，其中

1
sec

2
a  (研究 13)， 

所以在原生正
3

rn 邊形中任一條等角螺線掃過面積為 

 
2

4 1
1

4 2
cottan

sece        
 

=  4 21
16

cottan
sece     ，

 2

2

n

n





   

 2 41
1

4 4
cottan sec tan cote

n n

n

n
          ，其中

2n

    tan tan 1
n

     
 

  

 4 2 31
1

4 rn
ne       cot sec 正 邊形面積                           ∎ 

   

 

伍、討論與結論 

 一、在邊長為 1 的原生正
m

rn
邊形中， 3 或m n   ，在 n 個頂點處切掉 n 個邊長為 r 的小正  

      m 邊形後，在其內部作出第二層最大的正 n 邊形，如圖 16，則 

(一) 此第二層正 n 邊形面積與 r、x 的遞迴關係式為，    2

n nr x r x       ，其中

2
n

n

n 
 

sin
、

4 2
n

n

n

n


     

cot ，
 2

n

n

n





 為正 n 邊形的內角度數， 180  角

的徑度量。x 為 i i nB A ,  1, 2, ,i n  的長度， 3 4 5, ,n  ，當 n=3 或 m=3 時，x 為 0。 

研究 14： 

在邊長為 1 的原生正
3

rn 邊形 1 2 3 nA A A A 中，同研究 13 的方法得到的 n 條等角螺線中任一

條等角螺線掃過面積與原生正 n 邊形面積之關係一般式為 

 4 cot 2 31
1 sec  

4
正 邊形面積re n

n
       ， 180  的徑度量。 
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當
1

2
r x  時，第二層正 n 邊形最小面積 2

8 2
n

n

n

n




  
     

cot sin ，此時切掉的小正

n 邊形的最大面積為 2

4 2
nn

r
n

    
cot 。 

   (二) 在一般情形下，第二層正 n 邊形面積與原生正
n

rn
邊形的面積比值為  2 1n r r   ， 

       其中 2n n n

     
 

sin tan 。在
1

2
r x  時，第二層正 n 邊形面積是原生正

n
rn

邊形面積 

       的
1

2
2

sin tann n


    

  
倍，且為最小倍數關係。 

   (三) 對原生正
55r


邊形而言，當
1

2
r x  時，

3 5

4
r


 、

5 1

4
x


 ，此時 x 與 r 的 

比值為
5 1

2


，為黃金比值，表示原生正

55r


邊形中的點 5,nA ， 1 2 3 4 5, , , ,n  ，在 n nA B  

上也做了美麗的黃金分割。 

   (四) 若將具有特殊內角的正 n 邊形之 n 、 n 和 n 換算成數值，可得到如下的表格一。 

正 n 邊形 

第二層正 n 邊形面積與 r 的關係一般式為

 2
n nr r   ，其中 

2

sin n
n

n   、
4 2

cot n
n

n

n

     
 

第二層正 n 邊形與原生正
n

rn
邊形的

面積比值為  2 1n r r   ，其中

2sin tann n n

     
 

 

n=3 
3

3 3

4
  、 3

3

4
    3 3    

n=4 4 2  、 4 1   4 2   

n=5 
5

5 10 2 5

8
 

 、 5

25 10 5

4
 

  5

5 5

2
 
  

n=6 
6 6

3 3

2
    6 1   

 表格一 
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表格二 

     再針對研究 1~4 中兩個二次函數關係式進一步探討其最大值發生的時機，都是發生在 

1

2
r  的時候，此時第二層正 n 邊形最小面積、切掉的小等腰三角形最大面積或該面積是原生 

正
n

rn
邊形面積的幾倍關係，統整在下面表格二中。 

 

   (五) 當切掉的小正 m 邊形，m=4 時，我們取四邊等長的菱形來切，也得到如研究 7 一樣 

       的規律關係。 

 二、在邊長為 1 的原生正
3

rn 邊形中，依前面作法在其內部作出第二層最大的正 n 邊形，再 

   依固定比例繼續往內部作出 n  n足夠多 層的正 n 邊形後，最後會有足夠小的正 n 邊形會  

   收斂在內部的中心點 O 上。此時，取每一層正 n 邊形對應的頂點，其軌跡可形成等角螺線， 

   且等角螺線總弧長與原生正
n

rn
邊形邊長（邊長為 1）的比值關係為 21 2

sec
2 2

n

n
 

 
 

，也就 

   是等角螺線總弧長等於正 n 邊形邊長的 21 2
sec

2 2

n

n
 

 
 

倍。經由前面的驗證說明此一般式 

   是成立的。將幾個比較特殊的正 n 邊形之等角螺線總弧長與原生正
3

rn 邊形邊長的倍數關係 

   整理如表格三。 

正 n 邊形 第二層正 n 邊形的最小面積 
切掉的 n 個等腰三角形

的最大面積 

第二層正 n 邊形與原生

正
n

rn
邊形面積的最小

倍數關係 

n=3 
3

16
  

3

16
 

1

4
 

n=4 
1

2
 

1

8
 

1

2
 

n=5 8 25 10 5 5 10 2 5

32

  
 

10 2 5

32


 

3 5

8


 

n=6 
9 3

8
 

3

16
 

3

4
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表格三  

 三、研究 14 中任一條等角螺線掃過的面積與原生正
3

rn 邊形面積的關係一般式為 

    4 cot 31  原生正 邊形面積n re n     ， 21

4
secn n

  、
 2

2

n

n





 。 

 四、表格四為特殊正 n 邊形面積與其等角螺線掃過面積關係式中， n  3 4 5 6, , ,n   值的 

     結果統整。 

 

五、承二的結果，本作品基於國中的數學基礎，搭配高中數學的三角函數與極坐標的基本 

   概念，得到原生正 n 邊形的等角螺線總弧長與其正 n 邊形邊長的比值關係為
21

sec
2

 ，  

   
 2

2

n

n





 ，也就是等角螺線總弧長為其正 n 邊形邊長的

21
sec

2
 倍，有別於參考文獻[7] 

   中等角螺線弧長公式 21

2
csc

n

 
 
 

探討正 n 邊形中質點的動態追逐下等角螺線軌跡路徑長的 

邊數 n=3 n=4 n=5 n=6 

 

 

原生正
3

rn 邊形

中等角螺線總

弧長與邊長的

倍數關係 

2

3
  1 

5 5

5


  2 

 

  

 

邊數 n=3 n=4 n=5 n=6 

原生正
3

rn 邊形中等角螺線掃過面積

 41 cot

n e     正
3

rn 邊形面積，

21 2

4 2
secn

n

n n
    

 
  

3

1

9
   4

1

8
   

5

5 5

50
 
  6

1

6
   

表格四  

M

N

D1

C1

A3A2

A1

O

B1

L

B5

B4

B3

B2

B1

A5

A4A3

A2

A1

OO

B1A1

B4

B3
A2

B2

A3

A4

B2
O

B4

B5

B6

B1

B3

A6

A5

A4A3

A2

A1



27 
 

   結果，並無討論原正 n 邊形的邊長。 

六、下面的表格五為文獻參考重點與本作品研究結果之差異分析表： 

篇名/作者/ 

參考文獻序 
參考重點 與本作品的差異分析 

等角螺線及其他/ 

趙文敏教授/ 

[2] 

在等角螺線 cotr ae  上，幅角

滿足區間 ,    的弧長為

 cot cotseca e e     ， 0
2

   

該文獻推導出等角螺線上某一區間的

弧長，本作品將此公式應用在正 n 邊

形中，探討螺線總弧長與該正 n 邊形

邊長的倍數關係 

有趣的對數螺線/ 

王聖文/ 

[4] 

1.如圖 27，由 P 點繞回 O 點的弧 

長與 PT 的長相等，這是數學家 

托里切利所發現的性質 

2. 如圖 19，若幅角 滿足

    ， 2    ，的向徑

掃過的面積為

 4 cot 2tan
1

4
e r    ， cotr ae   

1.利用數學家托里切利發現的性質去

做本作品所有正 n 邊形中等角螺線總

弧長的幾何驗證，P20-21， 

重點五第(六)節。 

2.利用文獻的螺線掃過面積公式推廣

得到正 n 邊形中螺線掃過面積與正 n

邊形面積的關係。（研究 14） 

動態追逐/ 

李堂愷/ 

[7] 

正 n 邊形中質點瞬時速度方向指

向目標點形成等角螺線軌跡路徑

長為
21

csc
2 n

 
 
 

 

本作品利用研究目的 3 中的作法得到

正 n 邊形中的等角螺線，利用解析幾

何、三角函數與極坐標的基本概念算

出該螺線總弧長為正 n 邊形邊長的

 2 21

2 2
sec

n

n

 
 
 

倍。 
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 七、透過這次的研究，從原本單純的一個數學問題推廣發展到上述最後的多種結果，這整 

      個過程，發現原來所謂美麗又經典的數學問題，竟可以用不同研究方法去探究，仍可 

      得到美麗又經典的結果。讓在科展領域初試啼聲的我們體會到探究數學經典之美的路 

      上，可以自主多元的角度去研究。感謝兩位指導老師在旁協助、陪伴我們，我們得以 

      徜徉在這條有趣數學路上的每一處風景。 

 

形中有形/ 

黃胤勛、李易哲 

劉奕辰、王昱翔/ 

[8] 

1.正 n 邊形若每邊上取一點使得

與原頂點的距離為
1

a
，將各點連

線，則邊長與原正 n 邊形面積比

為
 2

2

2 2 2 1 cos
:1

a a a

a

   
  

其中 1a ，
360

180
n

 
    

2.常見的正 n 邊形各邊中點連線 

 2a  面積與原面積比如下： 

3 0.25n   、 4 0.5n   

5 0.65n   約 、 6 0.75n    

10 0.9n   約 、 1n   

1.在邊長為 1 的正 n 邊形的 n 個頂點

處切掉腰長為 r 的小等腰三角形，在

剩餘圖形中作出最大正 n 邊形，則新

正 n 邊形面積與 r 的關係一般式為

 2
n nr r   ，

2
n

n

n 
 

sin
、

4 2
n

n

n

n


     

cot  

2.承 1 的結果，新正 n 邊形與原正 n

邊形的面積比值一般式為

 2 1n r r   ， 2n n n

     
 

sin tan ，

在
1

2
r  時，比值為

1
2

2 n n


    

  
sin tan ，是它們的最小

倍數關係。 

表格五  
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作品海報 

【評語】030407  

考慮由正 n邊形的每個頂點裁切掉一個小的等腰三角形（或一

個小的正 n邊形），得出一個新的圖形，在這個新的圖形中，內接

正 n邊形的面積的最大可能值問題。針對這個問題做了討論。對於

重複操作裁切、取最大正 n邊形的動作所得出的一連串的正 n邊形

的頂點連線與等角螺線之間的關連，也做了一些分析，得到一些不

錯的結果，有其價值性。其實這是由一個競賽試題所引發的問題，

作者們注意到原始的問題其實與裁切掉等腰三角形所要考慮的問

題相關，由這樣的角度出發，處理相對而言比較容易分析的一個問

題後再回歸到原本的問題來思考，想法很好。但部分的內容其實是

之前已有作品討論過而且已經有答案了（四十八屆全國中小學科展

國中組數學科第一名作品-形中有形）。回到原本的問題時，作者們

直觀的認為裁切掉一個小的正 n邊形在本質上與裁切掉等腰三角

形的結果完全相同而於沒有多下功夫去做更進一步的討論，這有點

可惜，因為原本的問題與化約後的問題還是有稍許的不同（裁切掉

的正 n邊形的大小其實是受限的），如果能把這部分說明的更清楚

些則會更好。對於重複操作裁切、取最大正 n邊形的動作所得出的

一連串的正 n邊形的頂點連線會落在一條等角螺線的說明可再強

化，如果可以把這個部分做適當的改寫會更好。 
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