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10-2-3 柯西不等式 
 

定理敘述 

 柯西不等式 

(1)向量式：| റܽ|| ሬܾറ| ൒ | റܽ ∙ ሬܾറ|，等號成立時， റܽ//ሬܾറ 

(2)代數式： 2
2211

2
2

2
1

2
2

2
1 )())(( bababbaa   

          等號成立時，若 021 bb ，則
2

2

1

1

b
a

b
a


 

 

 

定理證明或說明 

 柯西不等式 

|ߠݏ݋ܿ|∵(1) ൑ 1 ∴| റܽ|ห ሬܾറห ൒ | റܽ|ห ሬܾറห|ܿߠݏ݋| ൌ | റܽ ∙ ሬܾറ| 
   等號成立時，|ܿߠݏ݋| ൌ 1 ⇒ ߠݏ݋ܿ ൌ േ1 ⇒ ߠ ൌ 0°或 180° 

   即 റܽ, ሬܾറ的夾角為0°或 180°，故 റܽ//ሬܾറ 

(2)設 റܽ ൌ ሺܽଵ, ܽଶሻ, ሬܾറ ൌ ሺܾଵ, ܾଶሻ，承(1)可得 

|| 2211
2
2

2
1

2
2

2
1 bababbaa   

兩邊平方可得 2
2211

2
2

2
1

2
2

2
1 )())(( bababbaa   

等號成立時， റܽ//ሬܾറ，故若 021 bb ，則
2

2

1

1

b
a

b
a

  

  

關鍵字 

柯西不等式 
 
例題 1 

已知 058422  yxyx ，試求 3x+4y-5 的最大值與最小值，並求此時的 x,y 之值 

Ans： 0,5  yx 有最大值 10； 8,1  yx 有最小值-40 
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解： 

25)4()2(0584 2222  yxyxyx  
22222 ))4(4)2(3()43)()4()2((  yxyx  

2)1043(2525  yx  

25104325  yx  

1054340  yx  

等號成立時：
4

4
3

2 


 yx
，令 tyx







4
4

3
2  

則 tytx 44,32   

1405)44(4)32(340543  tttyx  

∴ 8,1  yx  

1105)44(4)32(310543  tttyx  

∴ 0,5  yx  
 

例題 2 

設 റܽ ൌ ሺݔ, 4ሻ, ሬܾറ ൌ ሺ1, ሻ，x, yݕ 均為正實數，且
1 1 3
x y
  ，則 റܽ ∙ ሬܾറ的最小值為____________ 

Ans：3 

解： റܽ ∙ ሬܾറ ൌ ݔ ൅  ݕ4

2 2 2 2 21 1[( ) (2 ) ][( ) ( ) ] (1 2)x y
x y

     

3( 4 ) 9x y   ，故 റܽ ∙ ሬܾറ ൒ 3 

 
例題 3 

已知ܽ、ܾ ൐ 0，試求 )4)(9(
a

b
b

a  的最大值_______ 

Ans：25 

解： 25)32(])()2][()3()[( 22222  b
ab

a  
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例題 4 

已知 θ 可為任意角度，試求 3sinθ+4cosθ 之範圍 

Ans：-5≦3sinθ+4cosθ≦5 

解： 
22222 )cos4sin3(])4()3][()(cos)[(sin    

5cos4sin35)cos4sin3(25 2    

 
例題 5 

已知一直角△，兩股長分別 a, b，斜邊為 13，試求此三角形周長 s 的的最大值 

Ans： 21313  

解： 

∵直角△ 16922  ba   

又 213213)(]11][[ 22222  bababa  

故周長 s=a+b+13 的最大值為 21313  

 
例題 6 

設 P(x,y)為直線 L：4x  3y  5  0 上的動點，求(x  1)2  ( y  3)2 的最小值為____________

Ans：4 

解： 

（法一） 
2 2 2 2 2 2[( 1) ( 3) ][4 3 ] [4( 1) 3( 3)] (4 3 5)x y x y x y            

2 2 100( 1) ( 3) 4
25

x y       

（法二） 

可視為直線上的點與(-1,3)之距離平方最小值 

距離最小值即(-1,3)到直線 4x+3y+5=0 之距離= 2
34

|594|
22




  

故所求即 422   
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溫故知新 

習題 1 

設實數 x, y 符合 3x  4y  14，求 3x2  4y2 的最小值為____________ 

 
習題 2 

設實數ݔ, ଶݔ滿足ݕ ൅ ଶݕ4 ൌ 9，則3ݔ ൅  ______的最小值為ݕ4

 
習題 3 

設 3 2 12x y  ，其中 ,x y，求
2 2

4 9
x y

 發生最小值時，數對(x,y)  ____________ 

 
習題 4 

已知ܽ、ܾ ൐ 0，且2ܽ ൅ ܾ ൌ 5，試求
ba
21

 的最小值____ 

 
習題 5 

設ݔ, ݔ為任意實數，若4ሺݕ െ 2ሻଶ ൅ 9ሺݕ െ 1ሻଶ ൌ 1，求8ݔ െ  _____的最小值ݕ9

 
習題 6 

設原點到直線 L：
1 2 4x y
a b

  的距離為
1 4

kd

a b




﹐則 

(1)正數 k  ____________；(2)若 a  b  1，則 d 之最大值為____________ 

 
習題 7                                                               【指考乙 97】

兩向量以 റܽ和 ሬܾറ表示，並以 റܽ ∙ ሬܾറ表示 റܽ和 ሬܾറ的內積，以| റܽ|, | ሬܾറ|分別表示 റܽ和 ሬܾറ的長度，試問下列

哪一個選項表示：「三角形兩邊中點的連線段與第三邊平行，且其長度為第三邊之半」？ 
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解答與解析 

習題 1：28 

習題 2：െ3√13 

習題 3：(2,3) 

習題 4：
5
8  

習題 5：2 

習題 6：(1)4；(2) ସଷ 

習題 7：(2) 

       解：(1) 表 റܽ與 ሬܾറ垂直。 

(2) 為正確答案。 

(3) 為柯西不等式，對任意兩向量皆正確。 

(4) 對任意兩向量皆正確。 

(5) 為三角不等式，對任意兩向量皆正確。 


