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壹、前言 

 

一、研究動機 

 

    因為對數學的好奇與濃烈的興趣，我們時常在課餘時間去找老師請教數學相關問

題，而老師給予了我們許多不同的建議與想法，其中最讓我們感興趣的就是棋盤棋子排

列問題——在正方形棋盤上，每行每列都必須有同數量的棋子並計算其排列組合總量。 

    我們發現，正方形棋盤的邊格數與不同排列組合的總量似乎有一定的關聯性。因而

激起我們的好奇心，想探討棋盤的格數與排列組合總量是否具有關聯性？ 

 

二、研究目的 

 

    探討棋盤棋子排列問題中組合數與邊格數的關聯性 

 

三、名詞解釋 

 

(一)邊格數 m：棋盤為正方形，邊長的格數。 

    (二)有效組合：若每行、每列皆有 2 個棋子。 

    (三)組合數 A：每一邊格數下所有有效組合的數量。 

    (四)行：由上而下分別為第 1 行、第 2 行、第 3 行……。 

    (五)列：由左而右分別為第 1 列、第 2 列、第 3 列……。 

    (六)𝑓2(𝑚)：邊格數為 m 下，每行每列放 2 個下的組合數。 

 

貳、正文 

 

一、 探討方式 

 

我們先將問題簡化成方便研究的形式後，再進行組合數的分析，最後整理結論。 

 

    並通過實際棋盤與程式數據對結論進行驗證。 
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二、 問題簡化 

 

    首先觀察邊格數增加時，有效組合的數量及排列方式，如下表： 

 

表 1：m=2 到 m=4 的排列變化： 

m=2 m=3 m=4 

 

 

 

● ● 

● ● 

 
 

● ●   ●  ● 

●  ●  ● ●  

 ● ●   ● ● 

       

 ● ●  ● ●  

● ●    ● ● 

●  ●  ●  ● 

       

●  ●   ● ● 

 ● ●  ●  ● 

● ●   ● ●  ⋮ 

●   ● 

● ●   

 ● ●  

  ● ● 

● ●   

● ●   

  ● ● 

  ● ● 

 

    當邊格數增加時，排列的組合便越來越多，於是我們便開始思考如何簡化問題。

透過取捨原理與城堡多項式(林延輯，2011)，我們發想可以透過重新排列行跟列，並

思考如何計算，使問題變得更加簡單，如圖 1。 

 

圖 1：重新排列直列 

 

    我們發現重新排列前，第一列的方格總共有𝐶2
𝑚種排列方式。 

 

    首先，我們重新排列直列，將第一列有棋子的方格都集中到左上角，如圖 1。接

下來，我們將第一列固定後，重新排列橫行，如圖 2。 

→ 
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圖 2：重新排列橫行 

 

    我們觀察結果後得知重新排列後，左上角呈以下三種型式，見表 2。 

 

表 2：三種型式： 

型式 I 型式 II 型式 III 
 

● ● ⋯ 

 ● ⋯ 

●  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ 

 

● ● ⋯ 

●  ⋯ 

 ● ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ 

 

● ● ⋯ 

● ● ⋯ 

  ⋯ 

⋮ ⋮ ⋱ 

 

    由於每橫行只能存在兩個棋子，所以型式 I、II、III 的第 1、2 列的棋子位置都已

經確定；型式 I、II 的第 1 行已經確定；型式 III 的第 1、2 行已經確定。型式 I 的第

1、2 列經過調換後會與型式 II 相同，所以我們便將棋盤都整理成型式 II、III，方便進

行分析。 

 

    若棋盤的邊格數為 3，則棋盤只可能呈現型式 II，又透過有效組合的規定得知剩

餘的棋子只有一種排列方式，所以我們便將左上角為型式 II 的組合數定義為𝑔2(𝑚)，

且𝑔2(3) = 1。 

 

三、 組合數分析 

 

    由於第 1 列的棋子共有𝐶2
𝑚種排列方式，所以我們求出型式 II 重新排列前的組合

數(𝐴𝐼𝐼)和型式 III 重新排列前的組合數(𝐴𝐼𝐼𝐼)總和後，就可以透過式 1 求出總組合數： 

式 1：𝑓2(𝑚) = (𝐴𝐼𝐼 + 𝐴𝐼𝐼𝐼) · 𝐶2
𝑚 = 𝐴𝐼𝐼 · 𝐶2

𝑚 + 𝐴𝐼𝐼𝐼 · 𝐶2
𝑚 

 

(一)型式 III 的分析 

 

    我們發現型式 III 的前二行、列都已經確定(如圖 3)，所以只要先求出邊格數為

𝑚 − 2棋盤的組合數、再計算橫行的排列組合，便可得到𝐴𝐼𝐼𝐼，如式 2： 

 

式 2：𝐴𝐼𝐼𝐼 = 𝑓2(𝑚 − 2) ∙ (𝑚 − 1) 

→ 
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圖 3：型式 III 分析 

(二)型式 II 的分析 

 

    我們已將型式 II 的組合數定義為𝑔2(𝑚)，所以我們只要計算重新排列橫行的組

合、再乘以 2(型式 I+型式 II)，便可以得到𝐴𝐼𝐼，如式 3： 

 

式 3：𝐴𝐼𝐼 = 𝑔2(𝑚) · 𝐶2
𝑚−1 · 2 

 

(三)𝒈𝟐(𝒎)分析 

 

    我們發現可以使用問題簡化的方式進行整理。我們將圖 4-1 的綠色方格區域進

行直列的重新排列，最後的結果，如圖 4。 

 

圖 4：𝑔2(𝑚)分析 

 

    我們把𝑔2(𝑚)重新排列後，可以把它簡化成兩種型式，圖 4-1 為型式 A、圖 4-2

為型式 B。 

 

    我們先型式 A、B 排除第 1 列、第 1 行，之後比較型式 A、B 與型式 II、III，

我們發現型式 A 與型式 II 相似、型式 B 與型式 III 相似，兩者的差異點只在綠色方

框左上角的棋子有無，如表 3。 

1 2 
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表 3：型式 II、III 與型式 A、B 比較 

 
 

    接著我們進行近一步的分析表 3，我們使用紅色網底表示已經放滿棋子的行與

列。我們發現型式 II、A 和型式 III、B 綠色方框內的使用紅色網底的行與列皆完全

相同，所以我們推論我們可以分別使用分析型式 II、III 來分析型式 A、B。所以我

們大膽推論得到了式 4： 

 

式 4：𝑔2(𝑚) = 𝑓2(𝑚 − 3) · (𝑚 − 2) + 𝑔2(𝑚 − 1) · 𝐶2
𝑚−2 · 2 

 

(四)統整及討論 

 

    最後我們統整式 1、式 2、式 3： 

𝑓2(𝑚) = (𝐴𝐼𝐼 + 𝐴𝐼𝐼𝐼) · 𝐶2
𝑚  

= 𝐴𝐼𝐼 · 𝐶2
𝑚 + 𝐴𝐼𝐼𝐼 · 𝐶2

𝑚  

= [𝑔2(𝑚) · 𝐶2
𝑚−1 · 2] · 𝐶2

𝑚 + [𝑓2(𝑚 − 2) ∙ (𝑚 − 1)] · 𝐶2
𝑚  

= 𝑓2(𝑚 − 2) ∙ (𝑚 − 1) · 𝐶2
𝑚 + 𝑔2(𝑚) · 𝐶2

𝑚−1 · 2 · 𝐶2
𝑚  

 

型式 II 

型式 A 

型式 III 

型式 B 
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    將式 4 帶入上式後可以得到以下結果，如式 5 所示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    又因為𝑔2(𝑚) = 𝑓2(𝑚 − 3) · (𝑚 − 2) + 𝑔2(𝑚 − 1) · 𝐶2
𝑚−2 · 2 

    且𝑓2(𝑚 − 1) = 𝑓2(𝑚 − 3) · (𝑚 − 2) · 𝐶2
𝑚−1 + 

                             𝑓2(𝑚 − 4) · (𝑚 − 3) · 𝐶2
𝑚−1 · 𝐶2

𝑚−2 · 21 +  

⋮ 

                             𝑓2(2) · 3 · 𝐶2
𝑚−1 · 𝐶2

𝑚−2 · ⋯ · 𝐶2
4 · 2𝑚−5 +  

                             𝑔(4) · 𝐶2
𝑚−1 · 𝐶2

𝑚−2 · ⋯ · 𝐶2
3 · 2𝑚−4  

 

    所以我們發現：𝑔2(𝑚) · 𝐶2
𝑚−1 = 𝑓2(𝑚 − 1) 

 

    故我們得出：𝑓2(𝑚) = [𝑓2(𝑚 − 2) ∙ (𝑚 − 1) + 𝑔2(𝑚) · 𝐶2
𝑚−1 · 2] · 𝐶2

𝑚 

                      = [𝑓2(𝑚 − 2) ∙ (𝑚 − 1) + 𝑓2(𝑚 − 1) · 2] · 𝐶2
𝑚  

 

    整理過後，我們最後得到了一個簡化後的公式，如式 6。並定義：𝑓2(1) = 0(不

可能存在有效組合)、𝑓2(2) = 1(僅有完全放滿的組合)。 

 

式 6：𝑓2(𝑚) = 𝐶2
𝑚 · [2 · 𝑓2(𝑚 − 1) + 𝑓2(𝑚 − 2) · (𝑚 − 1)],(∀𝑚 ∈ ℤ+)⋀(𝑚 ≥ 3) 

 

四、 結果驗證 

 

    為驗證算式的結果，我們撰寫了一個 Python 程式驗證結果。我們將有放置棋子

的棋格用數值 1 代表、沒有放置棋子的棋格用數值 0 代表。先計算出每一橫行可能出

現的棋子組合，再計算棋子組合所有不同的排列方式，再從中挑選出有效、未重複的

組合，之後計算數量，便可以得出所有有效組合的數量。如此便不會出現任何遺漏。 

 

    驗證後，我們確定𝑓2(3)～𝑓2(5)的結果無誤。 

 

 

 

式 5：𝑓2(𝑚) = 𝑓2(𝑚 − 2) · (𝑚 − 1) · 𝐶2
𝑚 + 

             𝑓2(𝑚 − 3) · (𝑚 − 2) · 𝐶2
𝑚 · 𝐶2

𝑚−1 · 21 +  

        𝑓2(𝑚 − 4) · (𝑚 − 3) · 𝐶2
𝑚 · 𝐶2

𝑚−1 · 𝐶2
𝑚−2 · 22 +  

             𝑓2(𝑚 − 5) · (𝑚 − 4) · 𝐶2
𝑚 · 𝐶2

𝑚−1 · 𝐶2
𝑚−2 · 𝐶2

𝑚−3 · 23 + 

⋮ 

             𝑓2(2) · 3 · 𝐶2
𝑚 · 𝐶2

𝑚−1 · ⋯ · 𝐶2
4 · 2𝑚−4 +  

             𝑔(4) · 𝐶2
𝑚 · 𝐶2

𝑚−1 · ⋯ · 𝐶2
3 · 2𝑚−3  
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五、 實際計算邊格數為 6 棋盤的組合數(𝑓2(6)) 

 

(一) 簡化為兩種型式 

 

    棋盤第 1 行可擺放兩個棋子，所以第 1 行棋子排列的組合總共有𝐶2
6 = 15組。

我們將有放置棋子的直列移至第 1、2 列後，接著進行第 2 行的分析。 

 

    觀察第 1、2 列有棋子擺放的橫行，將他們移動到第 2、3 行，如圖 5。總共

有兩種不同的型式，我們可將第 II 型的組合數計算為「邊格數為 6 的𝑔2(𝑚)方格

組合數重新排列橫行的組合(第 I 型+第 II 型)」，得到𝐴𝐼𝐼 = 𝑔2(6) · 𝐶2
6−1 · 2；第

III 型的組合數可被計算為「邊格數為 4 棋盤組合數重新排列橫行的組合」，得到

𝐴𝐼𝐼𝐼 = 𝑓2(6 − 2) ∙ 𝐶1
6−1 = 𝑓2(6 − 2)(6 − 1)。統整兩種型式的組合後，我們可以獲

得邊格數為 6 時的組合數為：(𝐴𝐼𝐼 + 𝐴𝐼𝐼𝐼) · 15 = [𝑔2(6) · 10 · 2 + 𝑓2(4) · 5] · 15。 

圖 5-1：第 II 型 圖 5-2：第 III 型 

 

(二) 繼續分析圖 5-1 

 

    
圖 6：分析圖 5-1   圖 7-1：型式一     圖 7-2：型式二    圖 7-3：型式三 

 

    我們可在其中圈出一個較小的棋盤，如圖 6 的藍色區域或圖 7-3 的綠色區

域。我們將藍色區域進行重新排列行與列後，可以獲得兩種型式，如圖 7-1、7-

2。 

 

   分析圖 7-1，可獲得一個較小的棋盤(黃色區域)，黃色區域邊格數為 3，又
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𝑔2(3) = 1，型式一的組合數為：𝑔2(4 − 1) · 𝐶2
4−2 · 2 · 𝐶2

5−2 · 2 · 𝐶2
6−2 · 2 = 144。 

 

   分析圖 7-2，可獲得一邊格數為 2 的方格，該方格只有唯一一種解，所以型式

二的組合數為：𝑓2(2) · 3 · 𝐶2
6−2 · 2 = 36。 

 

    分析圖 7-3，我們發現深綠色區域的邊格數為 3，所以該型式下的組合數

為：𝑓2(3) · 4 = 24 

 

    據以上結果可知𝑔2(6)的組合數為：𝑔2(6) = 144 + 36 + 24 = 204。 

 

(三) 繼續分析圖 5-2 

 

    
圖 8-1：型式α       圖 8-2：型式β     

 

    已知第 III 型可切出一個邊格數為 4 的棋盤，如圖 8 的紅色區域，所以我們開

始分析邊格數為 4 棋盤的組合數。我們發現在重新排列行與列後，棋盤會呈現兩

種型式，如圖 8。 

 

    先對圖 8-1 進行分析，我們發現可再切分出一邊格數為 2 棋盤的棋盤(圖中的

深紅色區域)，於是我們可以得到型式α的組合數為：𝑓2(3) · 3 · 𝐶2
4 = 18。 

 

    接著對圖 8-2 進行分析，我們發現可切分出邊格數為 3 的棋盤(圖中的亮紅色

區域)，所以我們計算出型式β的組合數為：𝑔2(4 − 1) · 𝐶2
4−2 · 2 · 𝐶2

4 = 72。 

 

    根據以上結果，我們整理得到：𝑓2(4) = 18 + 72 = 90。 

 

(四) 統整分析結果 

 

𝑓2(6) = (𝐴𝐼𝐼 + 𝐴𝐼𝐼𝐼) · 𝐶2
6  

   = [𝑔2(6) · 𝐶2
6−1 · 2 + 𝑓2(6 − 2) ∙ 𝐶1

6−1] · 15  

     = [𝑔2(6) · 10 · 2 + 𝑓2(4) · 5] · 15 
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     = {[(4 − 1) · 𝐶2
4−2 · 2 · 𝐶2

5−2 · 2 · 𝐶2
6−2 · 2 + 𝑓2(2) · 3 · 𝐶2

6−2 · 2 + 𝑓2(3) · 4] · 

        𝐶2
5 · 20 + [𝑓2(3) · 3 · 𝐶2

4 + 𝑔2(4 − 1) · 𝐶2
4−2 · 2 · 𝐶2

4] · 5} · 15 

     = (204 · 20 + 90 · 5) · 15 

     = 67950 

 

(五) 使用公式計算 

 

透過𝑓2(𝑚) = 𝐶2
𝑚 · [2 · 𝑓2(𝑚 − 1) + 𝑓2(𝑚 − 2) · (𝑚 − 1)]， 

且已知𝑓2(1) = 0(不可能存在有效組合)、𝑓2(2) = 1(僅有完全放滿的組合)， 

我們得到： 

𝑓2(3) = 𝐶2
3 · [2 · 𝑓2(3 − 1) + 𝑓2(3 − 2) · (3 − 1)]  

     = 3 · [2 · 𝑓2(2) + 𝑓2(1) · 2] 

     = 3 · [2 · 1 + 0 · 2] 

     = 6 

 

𝑓2(4) = 𝐶2
4 · [2 · 𝑓2(3) + 𝑓2(2) · 3] = 90  

 

𝑓2(5) = 𝐶2
5 · [2 · 𝑓2(4) + 𝑓2(3) · 4] = 2040  

 

𝑓2(6) = 𝐶2
6 · [2 · 𝑓2(5) + 𝑓2(4) · 5] = 67950  

 

 

(六) 討論 

 

    我們發現推導出的公式確實有符合實際的情形，所以未來可以使用公式就可

快速地獲得結果，節省複雜的計算過程。 

 

參、結論 

   

    我們透過城堡多項式中提及重新排列行與列的想法，發現了重新排列後就可以大大地

簡化棋盤方格這項巧妙的構思，並獲得了以下結果： 

1. 重新排列行與列，是簡化棋盤類問題的好方法，我們可以更加簡單的討論棋盤問題。 

2. 棋盤旗子排列問題確實有公式存在，該公式為一個二階遞迴。如下式： 

 

式 6：𝑓2(𝑚) = 𝐶2
𝑚 · [2 · 𝑓2(𝑚 − 1) + 𝑓2(𝑚 − 2) · (𝑚 − 1)], (∀𝑚 ∈ ℤ+)⋀(𝑚 ≥ 3) 

 

    未來我們希望可以探討棋盤棋子問題在不同棋子數下的情形，希望可以找到一個在二

維空間下的通解。 
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    除此之外，我們再撰寫程式時，發現棋子的有無可以使用 0、1 來代表、並以(𝑥, 𝑦)表

示棋子的平面位置。所以引發我們的興趣，我們推論在三維空間時可以使用(𝑥, 𝑦, 𝑧)表示

空間位置，而在𝑛維空間中則可以使用(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, ⋯ , 𝑎𝑛)表示位置，再求出組合數，這留待

我們進一步的探討研究。 
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