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摘要 

 

     本論文主要是藉由蛇擺的擺動與彈簧擺的運動來研究失真效應與渾

沌現象。首先介紹失真效應與渾沌現象，並以物理學中常見的簡諧運動為

基礎，來介紹蛇擺與彈簧擺。一組非耦合單擺的擺動被稱為蛇擺，其擺動

圖案有時看似行進波、有時是駐波、有時看似渾沌不明，而這組蛇擺的擺

動週期是遠大於每一個組成單擺的擺動週期。而彈簧擺則是由一個富有彈

性的彈簧和單擺所組成，此彈簧擺可以在三維空間中自由的擺動，其擺動

的圖案時有規律、時而渾沌。其次，利用波函數來描述蛇擺的運動，再經

由 mathcad 這套數學軟體來模擬蛇擺的擺動情形，並從中研究失真效應。最

後，探討二維、三維的彈簧擺擺動情況，並討論改變初始條件時，彈簧擺

運動軌跡之變化；並藉由 mathcad 模擬彈簧擺的二維、三維運動軌跡(改變

初始位置和初始速度等參數)，且利用傅立葉轉換來探究彈簧擺擺動軌跡的

規律與渾沌現象。 
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ABSTRACT 
 

     In this thesis, we have explored the aliasing effect and chaos with 

pendulum waves and spring pendulum.  A set of uncoupled pendulums may be 

used to exhibit ｀｀pendulum waves＇＇ that patterns look like traveling waves, 

standing waves, and chaos. The pendulum patterns cycle spectacularly in a time 

that is large compared to the oscillation period of the individual pendulums. We 

derive a continuous function to explain the pendulum patterns using a simple 

equation for traveling waves in one dimension. We show that the cycling of the 

pendulum patterns arises from aliasing of this underlying continuous function. 

On the other hand, we investigate the trajectories of two dimensional and three 

dimensional spring pendulum as a function of its two control parameters (the 

initial position and velocity of pendulum). With the Fourier analysis, it shows 

that the dynamics of the spring pendulum is predominantly regular, while at 

special parameter values the majority of initial conditions lead to chaotic 

trajectories.  
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第一章緒論 

1.1. 研究動機 

    我們生活的世界存在著許多周而復始的週期性運動，其中簡諧振

盪可能是自然界中最普遍地運動形式：大海的波濤起伏、鐘擺的擺

動、心臟的跳動、樹梢隨著微風輕輕搖晃…無所不在的簡諧振盪！小

到微觀世界中的電子團繞原子核的運動，大到太空中地球和其他行星

繞太陽的運動，都是各種形式的簡諧振盪現象。 

    然而，在科技的日新月異發展之下，我們的 MP3、手機、示波

器、顯示器、相機…不斷的標榜高畫數、低失真。那麼，單擺、彈簧

擺是簡諧振盪中最基礎而重要的運動模式，我們能否以單擺這個簡諧

振盪中最基礎而重要的運動模式描述失真的概念，並且藉由 MathCad

電腦軟描繪出單擺的運動軌跡，更能清楚地視覺化筆者想傳達的概

念。 

    渾沌現象又稱蝴蝶效應，蝴蝶效應是在 1972 年，美國的氣象學

家 Lorenz 提出。90 年代以後的科學家將其現象應用在科學上才說成

「混沌理論」，曾經氣象學家 Edward Lorenz 發現，簡單的熱對流現

象居然能引起令人無法想像的氣象變化，產生所謂的「蝴蝶效應」。

亦即某地下大雪，經追根究底卻發現是受到幾個月前遠在異地的蝴蝶

拍打翅膀產生氣流所造成的。一九六零年代，美國數學家 Stephen 
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Smale 發現，某些物體的行徑經過某種規則性的變化之後，隨後的發

展並無一定的軌跡可尋，呈現失序的混沌狀態。     

    本論文主要有兩大部分，一部分為研究透過一連串非耦合的單擺

形成一個的擺動系統，利用數學軟體不但給予視覺化的呈現，並且藉

由這個擺動系統，可以分析研究失真的現象，讓人可以清楚了解失真

的原理。另一部分為利用彈簧與單擺的結合，透過數值運算，我們可

以描繪出彈簧擺的軌跡，藉由不同參數的改變，可以觀察其軌跡的變

化，並且利用傅立葉分析，給予定量的討論。 

 

 

1.2. 論文架構 

本論文第二章從週期性運動出發，首先介紹簡諧振盪與單

擺、古典彈子球台等概念、第三章介紹同餘與完全剩餘系、失真

效應，並探討有關渾沌現象的涵意。第四章介紹蛇擺的組成、針

對蛇擺的失真效應與分群現象作探討。第五章討論彈簧擺的二維

運動與三維運動、並利用有限差分法和傅立葉轉換等技巧，找出

彈簧擺運動軌跡的規律與渾沌。第六章為心得及可能的發展方向。 
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第二章 週期性運動 

    週期性運動對於科學始終是一個基礎又重要的問題：虎克發現虎克

定律：一個彈簧上振盪的小球所受的力和彈簧伸長量成正比。克卜勒寫

下了宇宙的秘密：敘述天體是循一個軌道的週期性運動。牛頓則發現了

萬有引力：小至蘋果大至星體，都依循著相同的規律，成功地解釋天體

間的運動狀態，更造成當時極大的振奮。 

    週期性的運動常會形成一個封閉性的週期性軌道(periodic orbits,PO) 

形成特定的曲線，其中彈子球檯圖形及李賽羅圖形，最為人們熟悉。在

本論文中將藉由彈子球檯及李賽羅的曲線圖形，探討渾沌與週期性軌道

的關係。 

2.1. 簡諧運動與單擺 

2.1.1 簡諧運動 

    簡諧運動指得是一個"簡"單而具"諧"和性的運動，物理系統會在一定

範圍內已某種規則不斷地來回。然而自然界很多系統只要稍微偏離平衡

狀態都是呈簡諧運動型式，如：小角度的單擺風輕吹時，樹葉呈簡諧運

動；風稍大時，樹葉不再是簡諧運動，但樹枝仍會呈簡諧運動。地震時，

地表也是呈現簡諧運動，還有水面的漣波...等也屬於簡諧運動。 

要滿足這樣運動形式的條件為：物理系統的加速度和其位移的負數成正
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比，也就是a kx  或 x kx   ，唯有加速度和位移成正比，且方向相反時，

才能讓系統在位移的方向上被迫減速至零而產生折返以形成簡諧運動。 

    等速率圓周運動在徑向上的投影滿足簡諧運動，故我們可由等速率

圓周運動來推知簡諧運動的運動關係。最簡單的範例是彈簧繫物的運

動，物體的位移和受力成正比，但是方向相反，因此其運動就是簡諧運

動，其解正好是正弦波。 

 

-a/2

a/2

θ

-a/2

a/2

θ

-a/2

a/2

θ

 

圖2-1 簡諧振盪 

可知根據虎克定律F kx  又
2

2

d x
F ma m

dt
  故簡諧運動的運動關係式為： 

2

2

d x k
x

dt m
                                                   (2.1) 

所以滿足虎克定律的彈簧： xkF   ，亦為簡諧運動，其對應
m

k
  

因此彈簧的運動週期
k

m
T 




2
2

 。 
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2.1.2 單擺 

    在偏角不太大的情況（一般認為小於10°）下，單擺的運動可以近似

地視為簡諧運動。理論上，單擺是一個擺錘體積為零、而質量極大的質

點，並以一質量為零之擺線懸吊。如圖2-2所示，有一單擺懸掛於天花板

上一點，擺長為l，擺錘質量為m，對通過O點的鉛垂線作往復擺動。 

 

 

圖2-2 單擺受力示意圖 

 

究單擺而言，由於力矩可表示為力與其垂直力臂的乘機、或轉動慣量與

角加速度的乘積可以寫成 I  ，所以  
2

2
2

sin
d

mg l m l
dt

    ，因此可以

得到其動力學方程式如下： 

 
2

2
sin

d g

dt l

                                                (2.2) 

當 1  時候，  sin   ，方程式可以近似為： 

2

2

d g

dt l

                                                    (2.3) 
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由(2.3)式與(2.1)比較，可以發現當單擺的角度較小時，即可視為簡諧運

動，其擺動的周期 2 mT k  ，把
l

mg
k  帶入，得到 2 lT g 故，單

擺的週期僅跟擺長與重力加速度有關，而與擺的質量無關。 

2.2 古典彈子球台 

彈子球的模型在物理及化學中，應用的非常早，約在 16、17 世紀，

人們就有空氣是由許許多多的小粒子所組成的概念。而後原子、分子的

概念漸為人所接受。對於氣體溫度與壓力、體積間變化的也越發的清

楚。而此時的熱力學仍停留在觀察的階段，並沒有辦法提出具有預測

性、完整性的理論解釋。然而伯努力(Bernoulli)提出壓力來自粒子對於

壁面的碰撞。克勞修斯引入統計方法、提出自由度及平均自由徑的觀

念，麥斯威爾(Maxwell)則發現氣體分子的速度分佈，將一個巨觀的系

統，視為一群粒子的整體表現。成功的解釋粒子動能、溫度與壓力之間

的關係。 

    由此延伸發展了：固、液、氣態變化的粒子模型，物質內電阻係數

的粒子模型，粒子能量分佈的探討。至此，大量統計技巧引入，由微觀

的粒子出發，探討眾多複雜系統的科學現象，促發了統計力學等領域的

發展。 
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2.2.1 方形彈子球檯 

首先討論一個粒子在一個一維封閉的盒內的狀況，其邊界為圖 2-3。 

 

a/2-a/2

v

a/2-a/2

vv

 

圖 2-3 一維彈子球台 

粒子位置無法出現在邊界外，形成一個無限位能井，若彈子球的初速度

為 v，且彈子球與盒壁間的碰撞為彈性碰撞，即無能量耗損，則彈子球

將在邊界內來回碰撞，且速度不變。而彈子球的位置 x和時間 t 係如圖

2-4 

 

相對時間 (t/T)
0 1 2 3 4 5

相
對
位
置
 
(
y/

a )

-0.50

-0.25

0.00

0.25

0.50

第一週期

相對時間 (t/T)
0 1 2 3 4 5

相
對
位
置
 
(
y/

a )

-0.50

-0.25

0.00

0.25

0.50

第一週期

 

圖 2-4 形成一個振幅為
2

a
，週期為

v

a2
的三角波 
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(設 2,   0x a t   時)，在第一週期，可以兩個方程式表示： 

1
, 0

2 2
3

,
2 2

T
x vt a t

T
x vt a t T

    

     
                                        (2.4) 

    一個二維的彈子球檯圖 2-5，則可以視為 x、y 二個方向垂直且獨立

的彈子球運動，則在 x 方向速度為 vx，其位置和時間關係，將符合上式

的三角波函數，週期為
xv

a2
，在 y 方向速度為 vy，其位置、時間關係，亦

要符合三角波函數，週期為
yv

a2
。x、y 兩方向運動的合成則形成了 2 維

彈子球檯的圖形。 

    在此考慮 3 個參數( ,,qp )，其中 qpvv xy ::  ，而 )(   則代

表彈子球出發的起始位置(圖 2-6)。試著改變不同的參數比較 billiard 的

軌跡是否有所變化。可以看到當為 0 時，彈子球由 x 軸上的原點出發；

當為
3


時，代表由 x 軸邊界的 1/3 處出發。當初始位置不是在原點且

兩者互質時，則和 x 軸、y 軸碰撞的次數和 qp : 有關，p 為和 x 軸方向碰

撞的次數，q 為和 y 軸碰撞的次數，而 qp : 比值為有理數時，則整個圖

形成為一個封閉的圖形，或是結束於邊界的端點，當 qp : 提高至(5,13)，

可發現整個圖形會碰撞邊界更多次，但最終仍會形成一個封閉性的週期

性軌道。 
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(a/2,a/2)

(a/2,-a/2)(-a/2,-a/2)

(-a/2,a/2)

v vy
vx

x

y (a/2,a/2)

(a/2,-a/2)(-a/2,-a/2)

(-a/2,a/2)

v vy
vx

x

y

 

圖 2-5 二維彈子球台 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-6 (p:q) 為有理數之二維彈子球台軌跡 

 

(p,q) 
ψ

(1,1) 

(2,1) 

(3,2) 

3

 2

3


0 

2



 

(5,13) 

(p,q) 
ψ

(1,1) 

(2,1) 

(3,2) 

3

 2

3


0 

2



 

(5,13) 
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2.2.2 圓形彈子球檯 

    圓形的彈子球檯與方形的彈子球檯屬於軸對稱的邊界不同，具有點

對稱的性質，故圓形彈子球檯能表現與方形彈子球檯不同的數學性質。 

若我們改變邊界條件，改以一個圓形的彈子球檯，探討彈子球的軌

跡。則先假定彈子球在球檯中為彈性碰撞，即每次的碰撞不會損失能

量，可以簡單的幾何證明，彈子球在不同的初始條件下，在經過連續的

碰撞入射角及反射角維持一個定值。每次的碰撞距離也是固定的。將碰

撞距離視為圓中的一弦，可發現，每弦的圓心角 α為定值，如圖 2-7 表

示。 

在此命  2 
p

q
。可將 p 視為將圓心均分為 p 等分，也就是在圓周

上打上 p 個點，而 q 代表每隔幾個點畫上連線(圖 2-8)。當 q=1 時隨著 p

的增加，可以發現，畫成一個多邊形，而且其圖形越接近圓形的邊界。

引入完全剩餘系的性質，我們將圓型彈子球台的軌跡視為一個以 p 為模

的剩餘系，而所有的碰撞點組成一個完全剩餘系，則 ,p q兩個為互質的

整數時，代入不同的 q 仍會是一個完全剩餘系，表現在圖形上則仍是一

個封閉且完整的路徑。 

我們也可以計算當給定一個固定 q 值時，有幾種圖形的呈現，在此

我們引入尤拉函數(所謂「尤拉函數」是指設 p 為自然數 , 則 )( p 為「不

大於 p 與 p 互質的自然數之個數」)，計算在小於 q 的情況下，有幾個 p
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值被允許，在此因為碰撞點排列可有順時鐘、逆時鐘兩個方向，然在圖

形表現在並沒有差別。故可得 ( ) 2n p ，以 p=11 為例，  11 1 2 5n    ，

計有 5 種分類。 

α

α

α

α

 

圖 2-7 二維圓形彈子球台 

 

(5,1) (11,1)(4,1)(3,1)(1,1)

(11,4) (11,5)(11,3)(11,2)(11,1)

(5,1) (11,1)(4,1)(3,1)(1,1) (5,1) (11,1)(4,1)(3,1)(1,1)

(11,4) (11,5)(11,3)(11,2)(11,1) (11,4) (11,5)(11,3)(11,2)(11,1)

圖 2-8 圓形彈子球檯軌跡 
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若 p,q 的比值為無理數時(圖 2-9)，則會發現，隨著碰撞次數的增加

軌跡也會越來越密，且不形成封閉的路徑。 

 

 

 

 

圖 2-9 圓形彈子球檯(無理數 1:2 ) 

 

(80 hits) 

 

(160 hits) (40 hits) (20 hits) (10 hits) 
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第三章 基本定義與原理 

3.1 同餘與完全剩餘系 

3.1.1 同餘的概念 

    同餘這個概念是由高斯所提出的，我們先從幾個簡單的除式問題出

發，藉此以了解什麼叫同餘。 

例 1：一群軍士 45 人，以一至九為一班依序報數，若某軍士番號為 28

則答數為何多少？ 

因每數到九就重新循環，28÷9=3…1，或寫成 28=9×3+1，所以答數是 1。 

例 2：若答數為 1 者為班長，則除了 28 號外，還有那些人是班長？ 

由第一題我們知道，計有：{1、10、19、33} 

 

一 二 三 四 五 六 七 八 九 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 

19 20 21 22 23 24 25 26 27 

28 29 30 31 32 33 34 35 36 

表 3.1 同餘在答數上的表示 

 

在日常生活中，類似的問題很多，例如：今天是星期一、過了 15 日是

星期幾？早上八點上課，一節課 45 分鐘，上了四節課是幾點幾分？這
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些問題本質上都是將總數除了一個固定的除數，求餘數的問題。因此產

生了同餘的概念，以第二題為例：{1、10、19、28、33}。這些數的共

同點為除於 9 的餘數相同，皆為 1。故，同餘其實就是餘數相同的數。 

不只是同餘的概念，高斯還引進了新的符號，讓許多計算有更方便

的方式，而同餘的定義為： 

給定一個正整數 m，如果用 m 去除 a，b 所得的餘數相同，則稱 a 與 b

對模 m 同餘，記作                 ，並讀作 a 同餘 b，模 m。

例：          、           。 

則           ，若 a 與 b 對模 m 同餘，設             ，           

得，  ，        。 

反之，若         ，設            ， 2 2b m q r  ， 1 20 , 1r r m   ， 

則有 1 2|m r r ，因 1 2| | 1r r m   ，故 1 2 0r r  ，即 1 2r r 。 

於是得到同餘的另一等價定義。 

 

3.1.2 完全剩餘系的性質 

完全剩餘系在同餘理論中是一個非常重要的概念，我們也可以從一

個簡單的例子了解完全剩餘系： 

 

 

 

 moda b m

10
1 3

7
   

3
0 3

7
   

 10 3 mod 7 1a m q r  2b m q r 

 1 2a b m q q   |m a b

1 1a m q r |m a b



 

15 
 

日 一 二 三 四 五 六 

    1 2 3 

4 5 6 7 8 9 10 

11 12 13 14 15 16 17 

18 19 20 21 22 23 24 

25 26 27 28 29 30 31 

表 3.2 完全剩餘系在月曆上的表示 

 

這是某個月份的日曆，我們可以將一個月分，以 7 天一周作為一個

單位，可以分成數周。在表內我們可以發現。周日的日期分別為{4、11、

18、25}號，都對模 7 同餘，餘數為 4，則我們將{4、11、18、25}，稱

作模 7 的一個剩餘類，即屬於周日為一個剩餘類。一周有七天，故可分

為周日、周一、周二、周三、周四、周五、周六 7 個剩餘類。再將周日

至周六，各挑一個數字出來，例：{4、5、6、7、8、9、10}，則這些整

數將涵蓋周日至周六每一類。則，這樣的整數集合，我們即稱作完全剩

餘系。由此可知，若一個以 m 正整數為模的完全剩餘系，具有下列特性： 

(1)一個完全剩餘系有 m 個整數組成的元素。 

(2)完全剩餘系的元素，兩兩不同餘。 

(3)          ，x 為 m 的完全剩餘系，則      也是 m 的完全剩餘系。 

例：     ，則            為同一類，             成為一個完全剩

餘系。  

 , 1a m  ax b

7m   1,8,15, 22     0,1,2,3,4,5,6
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若       ，       則發現 

 

各剩餘類的排列不同，但仍為一個完全剩餘系。 

3.2 失真效應 

    又稱為膺頻效應，早期用於通訊傳輸時，信號經取樣後，頻譜發生

重疊的現象。在統計、信號處理及相關科學中，當抽樣時，失真現象導

致不同的連續信號變得難以區分，故原本的信號無法被真實的重建。 

3.2.1 時間取樣頻率不足所造成的失真效應 

    若原有一個頻率 6Hz的波，當時間取樣點數不足時(例如：時間取樣

頻率為 5Hz時)，重建的波形會被誤認為是頻率為 1Hz的波， 

如圖 3-1 所示。 

 

圖 3-1 時間取樣不足所造成的失真效應 

聲音的擷取、收錄即是如此，當我們透過話筒時，由於電話的取樣頻率

約為 10KHz，所以我們聽到的聲音仍然跟原音有落差，但是，當我們聽

     2 0,1, 2,3,4,5,6 3 3,5,7,9,11,13,15 3,5,0, 2, 4,6,1   

3b 2a 
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MP3 時，由於 MP3 的取樣頻率約為 40KHz，所以我們聽到的聲音跟原

音相似度高。取樣時我們要考慮取樣的頻率，為了達到不失真的效果，

經過科學家的證明，只要取樣頻率大於原始訊號頻率的兩倍以上，即可

減低錯誤，達到和原始聲音極真實的音訊。舉例來說，人類聽覺頻率範

圍大約是 20KHz，因此我們就要以 40KHz 的取樣頻率來對聲音作取樣。 

3.2.2 空間取樣頻率不足所造成的失真效應 

    除了在時間取樣的方式不當會造成失真效應之外，空間取樣的精細

度不夠時，亦會造成失真效應，例如：影像失真即為此例，當空間取樣 

頻率不足時，會造成圖片扭曲或鋸齒狀邊緣，如圖 3-2 與圖 3-3。 

 

 

圖 3-2 當格子畫的不夠細時，邊緣會呈現鋸齒狀 

 

圖 3-3 左圖為 622 × 756 pixels，右圖為空間的 aliasing 
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3.3 渾沌現象 

渾沌現象起因於物體不斷以某種規則複製前一階段的運動狀態，而 

產生無法預測的隨機效果。所謂「差之毫釐，失之千里」正是此一現象

的最佳註解。渾沌現象發生於易變動的物體或系統，該物體在行動之初

極為單純，但經過一定規則的連續變動之後，卻產生始料所未及的後

果，也就是渾沌狀態。 

渾沌現象是指一個週期性運動系統軌跡呈現不規則重現的狀態，這

個運動的起始條件深深地影響著這個運動系統最終的運動軌跡。我們可

以用一個最簡單的一維非線性圖 the logistic map 來解釋這個現象。 

    首先，先給訂一個集合 V，目標是藉由集合 V 繪製出函數 f。當以

下的條件成立時，V 將會是渾沌的： 

 函數 f 對於起始條件是敏感的 

 函數 f 是 topologically transitive 

 V 裡面的週期函數點是密集的 

一維圖形的定義： 

 一個集合 V(從實數 0~1) 所以 0≦xn≦1 

 此一維圖形的軌跡函數 xn+1= f(xn) 

線性圖形：xn+1=a xn +b ，其中，a、b 為常數，線性圖形唯一解。 

非線性圖形：the logistic map ，可用幾何學中的函數 f(x)= μx(1-x) 來表
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示，其中 0≦x≦1 。 

選定參數 μ、x0 ，按照下列步驟畫出 the logistic map： 

步驟一、利用圖上的 x0，垂直往上找出相對應的 f(x)函數的值。 

步驟二、利用 f(x)函數的值，水平往左對應出 y=x 的值。 

步驟三、在利用新找到的 x，垂直往上找出相對應的 f(x)函數的值。 

步驟四、重複步驟一、二、三。 

    以 μ=0.8、x0=0.7 為例，當 x0=0.7 代入函數 f(x)= μx(1-x)時，得到

f(x0)=0.8*0.7(1-0.7)=0.168，將 f(x0) =0.168 當作下一個函數的起始條件，

也就是 x1= f(x0) =0.168 再次帶入函數 f(x)= μx(1-x) ，不斷疊代。由圖

3-4 可以發現，疊代過後趨於收斂為某一數值，而不是混亂。 

y=x

f(x)

0 10.5

xn

y=x

f(x)

0 10.5

y=x

f(x)

0 10.5

xnxn

 

圖 3-4 左圖為 he logistic map，右圖為 Evolution of the logistic map 

除此之外，當 μ=2.8、x0=0.2 時候，其結果如圖 3-5 所示，如同圖 3-4 一

樣是穩定在某一個數值。 
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x

f(x)

0 1
0.
5

xn

x

f(x)

0 1
0.
5

x

f(x)

0 1
0.
5

xnxn

 

圖 3-5 左圖為 the logistic map，右圖為 Evolution of the logistic map 

但是當 μ=3.4、x0=0.2 時候，由圖 3-6 可以發現，疊代過程中，不再是趨

於一個定值，反而是兩個數值，已經漸漸開始變亂。 

0 10.5

1

0 10.5

1

xn

0 10.5

1

0 10.5

1

xnxn

 

圖 3-6 左圖為 the logistic map，右圖為 Evolution of the logistic map 

 

最後當 μ=4.0、x0=0.2 時候，透過不斷的疊代，每經過一次計算，其數

值皆不一樣，不會穩定或收斂在同一數值上，反而呈現凌亂的面貌，這

時候即可以稱為渾沌的情況，如下圖 3-7。 
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0 10.5

1

0 10.5

1

xn

0 10.5

1

0 10.5

1

xnxn

 

圖 3-7 左圖為 the logistic map，右圖為 Evolution of the logistic map 

    將上述的情況整合如下圖 3-8 表示，可以發現當 μ改變微小差異時

候，透過不斷的疊代，其結果會有著很大的差異，有時為收斂於某一數

值，有時卻會很凌亂，這種現象及稱為渾沌現象。 

 

圖 3-8 為固定 x0 時，改變 μ 的 the logistic map 
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第四章 蛇擺 Pendulum Waves 

早在 1991 年﹐Richard Berg 發表一篇期刊論文：如何建立一組非

耦合的單擺 ”pendulum waves”，這個實驗的圖案令人相當驚艷，而這

個圖案似乎有它的週期存在！這個理論亦在 The Video Encyclopedia 

of Physics Demonstrations 中出現。 

這一組非耦合的單擺在擺動時，會出現像在運動中的橫波一般的

美麗圖案，而這個美麗的圖案讓我們發現了它的循環性之外，也經由

數學的連續方程式之推導，發現了失真現象。 

4.1 蛇擺的組成 

蛇擺的裝置是由數個非耦合單擺所組成，擺長最長的單擺設為

L，這些單擺被設計為：當第一個單擺(擺長最長的單擺)擺動整數 N

次時，下一個單擺(擺長次長的單擺)恰擺動 N+1 次，再下一個單擺(擺

長第三長的單擺)擺動 N+2 次…以此類推；當所有的單擺都回到起始

位置，這段時間稱為一個完整運動週期「Γ」。 

    若由上方觀察所有的單擺，發生了什麼現象？首先單擺組呈現像

是波浪，像是扭動的蛇，接著似乎變成混亂的擺動，沒多久，像是分

二邊擺動，奇數與偶數的單擺各佔一邊，最後則又會變回像是扭動的

蛇，等到「Γ」時間後，所有的單擺又再度會到起始位置，就這樣周
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而復始的擺動著。 

蛇擺設置的示意圖如下圖 3-1 表示，若每個單擺的橫軸距離設為

d，則單擺的橫向位置可標示為 xn= nd，其中 n 為從 0 開始的整數，

而每個單擺必須在 Γ時間內完成 N+n 次的擺動，所以每個單擺的擺

動週期可以表示為 Tn = Γ/(N+n)，擺動頻率可以表示為 fn= (N+n)/ Γ。 

故，每個單擺的角頻率為 ωn=2π/ Tn =2π(N+n)/ Γ，將 xn= nd 代入，

可得 ωn=2π(N+( xn/d))/ Γ 。 

 

0   d   2d   3d……… ..x軸

L

(a) (b)

 

圖 4-1 蛇擺示意圖 (a)裝置設置圖 (b)整體示意圖 

4.2 蛇擺的失真現象 

利用波函數 y(x,t)=Acos(kx+ωt+Φ) 模擬 pendula 擺動圖型。 

其中，A：振幅(amplitude) 、 

      k：波數(wave number)= 2π/λ、 
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ω：角頻率(angular frequency )= 2π/ T 、 

Φ：相位差(phase)、 

y：在位置為 x ，時間為 t 時之位移(displacement)。 

    當時間 t 為零時，所有之單擺一起在同一個相位出發，所以 Φ=0；

而 λ、T 為固定值，所以 k、ω也固定。將 ωn=2π(N+( xn/d))/ Γ 代回波

函數，得到： 

0y(x,t) A cos( t ) A cos(  ( ) )n nt k t x                              (4.1)

其中 0
2 N     ，

2( ) tk t d
    ，又  2 k   ，所以可以得到

  ( ) 2 2   d tt d t           。 

    讓我們利用數學軟體 Mathcad 來模擬單擺之擺動情形，如圖 3-2

所示，其中紅點代表單擺的擺錘位置，這些圖為從上往下看之俯視

圖。當 t=Γ/2 時，相鄰之單擺相位差洽為 π；當 t=Γ時，所有之單擺

又回到原來的位置。 

    由圖可以看出：在時間 t=Γ/16 與 t=15Γ/16 時，單擺擺動的位置所

形成的波形圖案相同、在時間 t=Γ/ 8 與 t= 7Γ/ 8 時，單擺擺動的位置

所形成的波形圖案相同、在時間 t=7Γ/ 16 與 t= 9Γ/16 時，單擺擺動的

位置所形成的波形圖案相同、在時間 t=0 與 t=Γ時，單擺擺動的位置

所形成的波形圖案相同，回到起點位置。但是其實由於每個單擺的週

期將隨的不同位置的擺長不同而改變，故應表示為  x 所以
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0
16t  16t  2

16t 

7
16t  8

16t  9
16t 

14
16t  15

16t  16
16t 

 

圖 4-2 蛇擺在不同時間下所呈現的結果 

   , cos  y x t A kx t  ，應表示為     0, cosy x t A k x x t  ，且當 t=0、

k0=0 時， ( ) ( )x g L x  ，L 為單擺之擺長。若每個單擺間隔設為 d，

則  nx n d ，每個單擺的週期  nT N n   ，  2 2n nT N n     ，

將 nn x d 帶入上列式子，可得   2n nN x d   ，當 x 為一連續

方程式時，則       2 2x N x d Nd x d        ，這樣就可以得到

     2 2
2L x g d x Nd    ，所以 y(x,t)的表示式子如下： 

         , cos 2 cos 2 2y x t A x Nd d t A t d x N t                   (4.2) 

因此由式子(4.2)可以發現其波數    2k t t d  ，而波數 2k   ，所

以隨著時間的變化，蛇擺對應的波長也會跟著改變，隨著時間拉長，

所對應的波長越來越短，如下圖 4-3 所呈現。 
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圖 4-3 蛇擺在不同時間下失真的結果 

由圖 4-3 所知，事實上在時間 t=Γ/2 之後，有更多的波鋒跟波谷在方

程式 y(x,t)中，但由於單擺的個數不夠多，導致無法充分的呈現方程

式 y(x,t)完整的樣貌，此即為失真現象，透過這樣的結果，可以發現

蛇擺可以用來介紹一為空間上的失真現象，然而除了失真的現象，蛇

擺在視覺上分群的現象在 4.3 中給予討論。 

 

4.3 分群與同餘 

除了 4.2 介紹蛇擺的失真現象之外，蛇擺在視覺上還有一種分群

的現象，這是由於此裝置是由 15 個等間隔頻率的單擺所組成的，當

這 15 個單擺同時在同一相位出發時，可以觀察到這 15 個單擺時而混

t=Γ/16 t=2Γ/16 

t=7Γ/16 t=8Γ/16 t=9Γ/16 

t=14Γ/16 t=15Γ/16 t=16Γ/16 

t=0Γ/16 
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亂，時而分群，似乎有其規則，在這小節裡將會詳細介紹。 

    蛇擺中，我們設定第一個單擺的周期設定為 1 秒(20/20 秒)時，

下一個單擺周期則設定為 20/21 秒，第三個周期設定為 20/22 秒…以

此類推。所以周期 T n=20/(20+n) ，n 為從 0 開始的整數，透過週期

那麼每一個單擺的擺動頻率為 f n=(20+n)/20 ，Γ為這 15 個單擺都回

到起始位置的時間，在這裡設定為 20 秒，F 為每個單擺都回到起始

位置時擺動次數，所以 Fn=fn*Γ也就是說： 

       第一個單擺：n=0 、f=(20+0)/20 、F=(20/20)*20=20 

       第二個單擺：n=1 、f=(20+1)/20 、F=(21/20)*20=21 

       第三個單擺：n=2 、f=(20+2)/20 、F=(22/20)*20=22 

以此類推，當時間在增加時，有些單擺的擺動次數相同，就會形成同

一群，因為他們擺動到了相同的相位，下表 4.1 以時間為 4 秒時為例。 

表 4.1 時間為 4 秒時，每個單擺的擺動情況 

經由表 4.1 我們發現，當 F*t/Γ的餘數相同時，就會是同一群。也就

是說：當時間經過 4 秒時，這 15 個單擺會分成五群，其中餘數均是

0 的是同一群，因為它擺動了整數次，餘數均是 4 的是同一群，因為

時間四秒時 

單擺 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

擺動次數 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8

F*t/Γ餘數 0 4 8 12 16 0 4 8 12 16 0 4 8 12 16 
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它們擺動了 4.2 次、5.2 次、6.2 次， 

 餘數均是 8 的是同一群，因為它們擺動了 4.4 次、5.4 次、6.4 次， 

 餘數均是 12 的是同一群，因為它們擺動了 4.6 次、5.6 次、6.6 次， 

 餘數均是 16 的是同一群，因為它們擺動了 4.8 次、5.8 次、6.8 次， 

由這樣分類，會發現其分為五群。 

而當時間經過 7 秒時，這 15 個單擺沒有分群現象，其實大部分

時間都沒有分群現象，可以觀察到餘數均不相同。 

表 4.2 時間為 7 秒時，每個單擺的擺動情況 

時間七秒時 

次

數 

7 7.35 7.7 8.05 8.4 8.75 9.1 9.45 9.8 10.15 10.5 10.85 11.2 11.55 11.9

餘

數 

0 7 14 1 8 15 2 9 16 3 10 17 4 11 18 

當時間經過 10 秒時，這 15 個單擺會分成兩群，其中餘數均是 0

的是同一群，餘數均是 10 的是同一群，共兩群。 

表 4.3 時間為 10 秒時，每個單擺的擺動情況 

時間十秒時 

次數 10 10.5 11 11.5 12 12.5 13 13.5 14 14.5 15 15.5 16 16.5 17

餘數 0 10 0 10 0 10 0 10 0 10 0 10 0 10 0

 

當時間經過 20 秒時，這 15 個單擺會變成同一群，因為它們都剛
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好回到起始位置。 

表 4.4 時間為 20 秒時，每個單擺的擺動情況 

時間二十秒時 

次數 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

餘數 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

由以上的分析可以得知，此蛇擺的一個完整的運動週期為 Γ秒時，當

F*t/Γ的餘數相同，即會是同一群，下圖 4-4 為以圖像表示。 

(a) (b)

(c) (d)

 

圖 4-4 蛇擺分群的現象 
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第五章彈簧擺 Spring Pendulum 

彈簧擺即是一個富彈性之彈簧與單擺的結合，其下方懸掛一重

錘，此重錘與彈簧以某一端固定點作為擺動軸，可在三維空間中自由

擺動，如圖 5-1 所表示。 

Spring 
constant k

m

l

O

y

x

m

Spring constant k

m

ol+ = Spring 
constant k

m

l

O
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m

Spring constant k
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constant k

m

l

O

y

x

Spring 
constant k

mm

l

O

y

x

m

Spring constant k

m

Spring constant k

m

ol

mm

ol+ =
 

圖 5-1 彈簧擺表示圖 

如果選擇適當長度的彈簧和重量，就可以得到一個會共振的彈簧

擺。把這樣的擺往下拉，使它在垂直方向上做振動，他會上下振一振

之後左右擺起來，然後又上下振，然後左右擺，這樣不斷的繼續下去。

能量就在這二種振動模式間轉換，如果沒有摩擦力、空氣阻力等的消

耗，它會一直不斷的持續運動下去。 

 

5.1 有限差分法 

有限差分法是一種微分方程的數值分析方法，把微分方程近似地

用差分方程(代數方程)代替，並進行求解的方法，是微分方程的一種

近似數值解法。對於橢圓型、雙曲型和拋物型等方程的求解、彈性力
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學中的扭轉問題、平面問題、薄板彎曲問題，薄殼問題，以及各種場

問題：如溫度場問題、電磁場問題、流體力學問題等，都可以用有限

差分法進行求解。 

首先，先了解微分方程中的一次微分：
t

tfttf
tf




 )()(
)( 00

0  

其中 t0為起始時間、Δt 為時間間隔，且 0lim t ，移項得： 

ttftfttf  )()()( 00  ，在某一段長時間 T 中，等切割成 N 等份，

則時間間隔
N

T
t  ，若令 N ，則 tnTtn  0  ，其中 tn為第 n 時

刻。則(1)式可改寫為：
t

ff

t

tftf
ftf nnnn

nn 






  11 )()(
)(  

得： tfff nnn 1 ，其中 n = 0,1,2…N ，若給定初始條件 f0 ，則可

獲得 fn 。 

    再來了解微分方程中的二次微分： 

002

2

0 )( tttt dt

df

dt

d

dt

fd
tf  





t
dt

df

dt

df
ttttt






 00

 

又  
t

ttfttf

dt

df
ttt 




)()2( 00

0
 ，且  

t

tfttf

dt

df
tt 




)()( 00

0
 

整理可得： 

2
000

0

)()(2)2(
)(

t

tfttfttf
tf




  

2
12 )()(2)(

)(
t

tftftf
tf nnn

n 


   

2
12 2

t

fff
f nnn

n 


   

所以 2
12 2 tffff nnnn    其中 n=0,1,2,…N 

若給定初始條件 f0 、f1 ，其中 01 ff   ，則可獲得 fn 。 
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5.2 二維與三維彈簧擺 

彈簧擺包含了一條自然長度為 0l 、彈力常數為 k、質量可忽略不計

的彈簧，及一個質量為 m 之擺錘，如圖 5-2 所示。當此彈簧繫上擺錘，

其因擺錘重量 mg 的影響，使其離開平衡位置，最終長度為 el  ，則

k

mg
lle  0  。而，此彈簧之振動角頻率

m

k
s  ，擺動之角頻率

p
e o

g g

l l mg k
  


。 

m

y

x

 

圖 5-2 彈簧擺 

 

透過虎克定律，將彈簧的恢復力表示如下：

   2 2

2 2 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ x  1  

x x
o

S o
xx yy l

F k y l k xx yy
y y

          
   


         (5.1) 

加上重力為 ymgFg ˆ


 故，合力等於
2 2

2 2
ˆ ˆS g

d x d y
F F F m x m y

dt dt
   
  

，因
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為 xy 為獨立系統，可以將其受力分成 x 分量與 y 分量，其各分量的受

力表示如下： 

2

2 2 2

2

2 2 2

1  
x

1  
x

o

o

d x k l
x

mdt y

d y k l
g y

mdt y

   
           


  
          

                              (5.2) 

若考慮三維的彈簧，其所受恢復力為： 

 2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ
x  

x
S o

xx yy zz
F k y z l

y z

 
    

 


                         (5.3)

加上重力 zmgFg


 故，合力等於

2 2 2

2 2 2
ˆ ˆS g

d x d y d z
F F F m x m y m z

dt dt dt
    
   

一樣的可以分解成 xyz三個獨力的方向，所受力分別為： 

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

1  
x

1  
x

1  
x

o

o

o

d x k l
x

mdt y z

d y k l
y

mdt y z

d z k l
g z

mdt y z

   
            

              


                

                           (5.4) 

有了力學方程式，我們可以透過上一小節所述的有線差分法來計算，

就可以得到其彈簧擺運動的軌跡，觀察不同情況下的結果為何，在

5.4 小節會詳細的討論。 
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5.3 傅立葉轉換 

1812 年，法國數學家約瑟夫-傅立葉在解「熱傳導定律」時被提

出的。後來應用在波與頻譜分析上，傅立葉轉換屬於諧波分析。傅立

葉轉換的逆轉換容易求出，而且形式與正轉換非常類似，任一週期函

數可以分解成許多不同振幅、不同頻率的正弦諧波與餘弦諧波的合

成。 

在不同的研究領域，傅立葉轉換具有多種不同的變體形式，如：

連續傅立葉轉換和離散傅立葉轉換。離散形式的傅立葉轉換可以利用

數字計算機快速的實現，其演算法稱快速傅立葉轉換（FFT）。 

一般而言頻率與時間的傅立葉轉換表示式如下，這為連續的傅立葉轉

換： 

    

1
( ) ( )

2

1
( ) ( )

2

i t

i t

f f t e dt

f t f e d








 








  



  





                           (5.5) 

5.3.1 離散傅立葉轉換 

    為了在科學計算和數字信號處理等領域使用計算機進行傅立葉

變換，必須將函數定義在離散點而非連續域內，且須滿足有限性或周
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期性條件。這種情況下，使用離散傅立葉變換，將函數表示為下面的

求和形式： 





N

n

ti
n tetff n

0

)(
2

1
)( 


   ，其中 tnt

N

T
t  0n  t     則  

令 0 0t  則  nt n t   ，可得 



N

m

ti
m

meftf
0

)(
2

1
)( 


 其中

2
 

N

  則

m 0 m     ，令 0 0  則 m m   ，這就是離散的傅立葉轉換。 

5.3.2 快速傅立葉變換 

    快速傅立葉轉換，是離散傅立葉變換的快速演算法，也可用於計

算離散傅立葉變換的逆變換。快速傅立葉變換有廣泛的應用，如數位

訊號處理、計算大整數乘法、求解偏微分方程等等。 

早期的傅利葉轉換大都利用手算來完成，因此傅利葉轉換標本個

數都很小，儘管早在 1865 年 Gauss 就曾提出有關於如何更快的計

算傅利葉轉換的演算技巧，但快速傅利葉轉換的演算法真正開始受到

重視是在 1965 年 Cooley 及 Tukey 發表一系列快速傅利葉轉換的

論文，由於計算機能力的加強，傅利葉轉換標本個數增大了，大家開

始關心如何使用更快的計算方式來節省計算機的時間，因此快速傅利

葉轉換才有它的價值。 

    FFT (Fast Fourier Transform)，大幅提高頻譜的計算速度，FFT 使

用條件： 
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信號必須是週期性的、取樣週期必須為信號週期的整數倍、取樣頻率

必須高於信號最高頻率的 2 倍以上、取樣點數 N 必須為 n2 個資料。

如果提供的快速傅利葉轉換樣本個數是 n2 個點的話，所花費的計算

時間將會比樣本個數不是 n2 個點要節省 8 倍以上。 

5.4 彈簧擺的渾沌現象 

三維的彈簧擺的合力為式子(5.4)，接著我們利用有限差分法求可以求

得其軌跡表示式如下式表示： 
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同樣的我們也可以求得其各個分量的速度分佈： 
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                              (5.7) 

然而整個彈簧擺的總能量為就可以用下面式子表示： 
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 2
2 2 2 2 2 21 1 1 1

k x
2 2 2 2o x y zE mgz y z l mv mv mv                    (5.8) 

當 0   ,       ,   0   ,    0  zooooo vlzyx  時，為最低能量 

2

min
1 1

k 
2 2o o o o

mg mg mg
E mg l l l mg l

k k k
                                

        (5.9) 

將總能量以動能形式表示為 2 21 1

2 2o xo yoE mgl mv mv    ，而為了方便討

論，我們定義兩個控制彈簧擺運動系統的重要參數為：(1)能量比率

R，(2)頻率比率 u，其定義如下： 

min

              : 1 ~
E

R R
E

                                   (5.10) 

2

2

 
1          :1 ~s o

p

k l
u u

mg




                                   (5.11) 

有了這些軌跡的運動方程式，我們就可以利用數學軟體 Mathcad 

模擬出彈簧擺運動軌跡，接下來探討部分，主要為觀察 xy 平面的投

影，我們會先固定 u 值 (例如：u=4) ，且不變動 Vyo、Vzo (例如：

Vyo=0 、Vzo=0 ) ，並將起始點定在 x=0、y=0、z= -L0，觀察當改變

起始速度 Vxo 時，彈簧擺的運動將會是何種軌跡。當 u=4 時，改變

初始速度 Vxo： 

當我們改變 u 值 (例如：u=6) ，但仍不變動 Vyo、Voz (例如：

Vyo=0 、Vzo=0 ) ，並將起始點定在 x=0、y=0、z= -L0，觀察當改變

起始速度 Vxo 時，彈簧擺運動軌跡，如下表 5.2。 
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表 5.1 u=4 時不同 xoV 的二維彈簧擺軌跡 

u=4 
Vxo=1 

(R= - 0.813) 

Vxo=2 

(R= - 0.682) 

Vxo=3 

(R= - 0.464) 

Vxo=4 

(R= - 0.157) 

軌跡 

 

  

u=4 
Vxo=5 

(R=0.236) 

Vxo=6 

(R=0.717) 

Vxo=7 

(R=1.286) 

Vxo=8 

(R=1.942) 

軌跡 

 

 

 

表 5.2 u=6 時不同 xoV 的二維彈簧擺軌跡 

u=6 
Vxo=1 

(R= - 0.863) 

Vxo=2 

(R= - 0.724) 

Vxo=3 

(R= - 0.492) 

Vxo=4 

(R= - 0.167) 

軌跡 

 

  

u=6 
Vxo=5 

(R= 0.25) 

Vxo=6 

(R= 0.761) 

Vxo=7 

(R= 1.364) 

Vxo=8 

(R= 2.059) 

軌跡 
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當我們固定 u 值 (例如：u=6) ，且固定 Vxo、Vyo、Vzo (例如：

Vxo =8.44、Vyo=0 、Vzo=0 ) ，但改變起始點位置 y，觀察彈簧擺軌

跡，如表 5.3。 

表 5.3 u=6, 8.44xoV  時不同初始位置的二維彈簧擺軌跡 

u=6 

Vxo 

=8.44 

x=0 

y=0 

z= -Lo 

x=0 

y=0.01 

z= -Lo 

x=0 

y=0.02 

z= -Lo 

x=0 

y=0.03 

z= -Lo 

軌跡 

 

 

 

    另外，當我們固定 u 值 (例如：u=6) ，且固定 Vxo、Vyo、Vzo (例

如：Vxo =4、Vyo=0 、Vzo=0 ) ，但改變起始點位置 y，觀察彈簧軌

跡。 

表 5.4 u=6, 4xoV  時不同初始位置的二維彈簧擺軌跡 

u=6 

Vxo 

=4 

x=0 

y=0 

z= -Lo 

x=0 

y=0.01 

z= -Lo 

x=0 

y=0.4 

z= -Lo 

x=0 

y=0.5 

z= -Lo 

軌跡 

 

 

我們發現，當些微改變彈簧擺的起始條件，例如：改變起始速度、

起始位置…，竟然能使彈簧擺的運動軌跡有如此大的差異！有些軌跡
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看起來簡單規律、有些則看似雜亂無章，下面我們將利用傅立葉轉換

以及 Mathcad 軟體來協助我們解開彈簧擺運動軌跡的神秘面紗。 

當我們固定 u 值 (例如：u=6) ，且固定 Vxo、Vyo、Vzo (例如：

Vxo =8.44、Vyo=0 、Vzo=0 ) ，但改變起始點位置 y，觀察彈簧擺的

運動軌跡、及傅立葉轉換之後的頻譜。 

表 5.5 u=6, 8.44xoV  時不同初始位置的二維彈簧擺軌跡與傅立葉分析 

u=6 

Vxo 

=8.44 

x=0 

y=0 

z= -Lo 

x=0 

y=0.01 

z= -Lo 

x=0 

y=0.02 

z= -Lo 

x=0 

y=0.03 

z= -Lo 

二維

軌跡 

  

三維

軌跡 
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當我們固定 u 值 (例如：u=6) ，且固定 Vxo、Vyo、Vzo (例如：Vxo 

=4、Vyo=0 、Vzo=0 ) ，但改變起始點位置 y，觀察彈簧擺的運動軌

跡、及傅立葉轉換之後的頻譜。 

表 5.6 u=6, 4xoV  時不同初始位置的二維彈簧擺軌跡與傅立葉分析 

u=6 

Vxo 

=4 

x=0 

y=0 

z= -Lo 

x=0 

y=0.01 

z= -Lo 

x=0 

y=0.4 

z= -Lo 

x=0 

y=0.5 

z= -Lo 

二維

軌跡 

 

三維

軌跡 

 

 
 

 

 
 

 

    經過了傅立葉轉換，我們可以發現，當我們看到彈簧擺的運動軌

跡是一個簡單規律的圖案時，其頻譜也是個簡單的頻率，甚至分析其

頻率之間的比值，約略為一個簡單的整數比： 
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例如： 

下圖為 u=6、Vxo =8.44、Vyo=0 、Vzo=0 、x=0 、y=0 、z= - Lo ，

其軌跡圖為 x-z 平面圖，故我們分析其 fx 、fz 頻譜，發現了有趣的

現象。 

這個圖形的頻譜，傅立葉轉換後的頻率很純，且頻率之間呈現簡單整

數比的關係！所以圖形簡單又規律！ 

fx1≒3.6
fx2≒5.4

fx3≒7.2

fz1≒3.6
fz2≒5.4

fz3≒7.2

(a) (b)

 

圖 5-3 u=6、Vxo =8.44 (a)xy 平面軌跡 (b)傅立葉分析 

    另外，下圖為 u=4、Vxo =3、Vyo=0 、Vzo=0 、x=0 、y=0 、

z= - Lo 時，彈簧擺之 x-z 平面軌跡圖，並分析其 fx 、fz 頻譜。 

這個圖形的頻譜，傅立葉轉換後的頻率很純，且頻率之間呈現簡單整

數比的關係！所以圖形簡單又規律！ 
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fx≒3.3

fz≒6.6

(a) (b)

 

圖 5-4 u=4、Vxo =3 (a)xy 平面軌跡 (b)傅立葉分析 

 

當我們看到彈簧擺的運動軌跡是一個漂亮但是看似規律的圖案

時，其頻譜又是呈現何種樣貌呢？下圖 5-5 為 u=6、Vxo =3.972、

Vyo=0 、Vzo=0 、x=0 、y=0 、z= - Lo ，其軌跡圖為 x-z 平面圖，

故我們分析其 fx 、fz 頻譜，發現了有趣的現象。 

這個圖形的頻譜，傅立葉轉換後的頻率雖然很純，但是不只一個，且

沒有簡單整數比的關係，所以這個軌跡應是這些頻率組合的結果。 

1 2zf 

2 5.8zf 
3 7.8zf 

1 3.7xf 

2 4.8xf (a) (b)

 

圖 5-5 u=6、Vxo =3.972 (a)xy 平面軌跡 (b)傅立葉分析 
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最後，當我們看到彈簧擺的運動軌跡是一個看起來相當複雜且無

規律的圖案時，其頻譜又是呈現何種樣貌呢？下圖 5-6 為 u=6、Vxo 

=8.44、Vyo=0 、Vzo=0 、x=0 、y=0.1、z= - Lo ，其軌跡圖為 x-z

平面圖，故我們分析其 fx 、fz 頻譜，發現這個圖形的頻譜，傅立葉

轉換後的頻率果然頻寬很寬、且雜亂無序，所以這個軌跡即是渾沌。 

(a) (b)

 

圖 5-6 u=6、Vxo =3.972 、y=0.1 (a)xy 平面軌跡 (b)傅立葉分析 
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第六章 心得與展望 

現代的電腦功能極為強大，有許多我們以往的物理實驗都必須透

過實際操作、不斷試錯與修正，來驗證我們的想法與推論，往往是曠

日廢時。而現在，我們可以經由電腦軟體(例如本文所使用的 Mathcad

軟體)之逼真模擬，先做一些推導與預測，並將之圖像化、視覺化，

如此一來，除了可以幫助我們想像與理解，更能節省我們實驗和演算

的時間。 

在自然科學中有許多奇特的現象，具有深刻的物理意義，希望未

來能藉由不同的週期性現象，發現更有趣的物理現象及視覺呈現，也

希望透過電腦軟體工具的協助將抽象的數學、物理概念用具體、視覺

化的方式運用到教學上並和中學教育做結合。 
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