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摘要 

本研究是個簡單有趣的圖形遊戲，運用硬幣排成三角形，透過移動最少數量的硬

幣，讓三角形翻轉，研究過程中透過國中所學代數，嘗試導出數學公式，並加以驗證

最少的硬幣數量是否正確以及和國小研究結果是否吻合。接著繼續研究相鄰兩層間公

差不為 1時的情況，最後給出所有可能的情況與推導出一般式，最後繼續推廣到立體

三角錐球體堆疊的討論，算出非常簡潔的最少移動個數方程式，是本研究的亮點之

處。 

壹、研究動機 

國小時，我被老師問到了一個數學題目，用硬幣排出正三角形並嘗試移動硬幣，

看如何以最少的數量，讓三角形翻轉，在國小經過我們的研究後，發現一套代入的公

式並參加了第 60屆數學科展，由於那時候被評審問到要如何證明我們小學的算式是正

確的，而我們透過實驗來找出規律，所以還無法證明。上了國中之後，我想利用所學

到的知識，重新將我們國小所做的研究加以驗證，並嘗試改變變因讓每一層之間的公

差數不同，並挑戰真的立體金字塔翻轉，於是開始了我們的研究。 

 

貳、研究目的 

一、驗證正三角形硬幣堆疊翻轉為倒三角形時需移動硬幣的最少數量。 

二、公差為 2、3、4…時等腰三角形硬幣翻轉需移動硬幣的最少數量。 

三、研究正三角錐體垂直翻轉時需移動圓球的最少顆數。 

 

 

參、 研究設備與器材 

方格紙、筆、電腦、錐體模型。 
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肆、研究過程與方法 

一、三角形數翻轉問題的定義與引理 

(一)平面三角形的排法與翻轉定義 

1.正三角形：用硬幣排出𝑛層正三角形，每一層間的硬幣等距，試著移動最少硬幣數讓

三角形倒過來(下圖右)，我們將移動的最少顆數記為𝑓(𝑛, 𝑑)，n為層數，d為上下層間

的公差個數，如下圖 1中 n有 5層，上下層間公差為 1，移動最少顆數為 5，記為

𝑓(5,1) = 5。 

 

2.等腰三角形：用硬幣排出𝑛層正三角形，每一層間的硬幣等距，如下圖中 n有 4層，

上下層間硬幣個數公差為 2，如下圖 2中 n有 4層，上下層間公差為 2，移動最少顆數

記為記為𝑓(4,2)=5，其他公差為 3、4、……排法相同。 

 

(二)立體正三角錐球體排法與翻轉定義 

如圖 3，將圓球堆疊成正三角錐 ABCD，以 A為旋轉中心點，將錐體旋轉 180度，所得

倒立三角錐，如果圖中正三角錐有 n層，移動某些球後可變成倒立圖形，移動最少顆

數記為𝐹(𝑛)。 
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二、相關引理 

    移動最少顆數讓正三角形倒轉的問題中，我們想到如果要移動最少顆，代表正三

角形倒轉後要保留的顆數要最多顆，因此我們先以面積的兩個引理來探討問題。 

引理一. 正△ ABC邊長為𝑎，倒轉後為正△ DEF，若兩正三角形以線對稱方式重疊，中

間重疊六邊形 GHIJKL面積有最大值時，則DG̅̅ ̅̅ = GH̅̅ ̅̅ = HE̅̅ ̅̅ =
𝑎

3
，此時六邊形 GHIJKL為

正六邊形。 

[證明] 

設正△ AGH邊長為 𝑥，則空白部分面積為 

√3

4
[2𝑥2 + 4 (

𝑎 − 𝑥

2
)

2

] =
√3

4
[3𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2] 

=
√3

4
[3(𝑥 −

𝑎

3
)2 +

2𝑎2

3
]，當𝑥 =

𝑎

3
時有最小值，此時中間重疊六邊形 GHIJKL面積最大，

且DG̅̅ ̅̅ = GH̅̅ ̅̅ = HE̅̅ ̅̅ =
𝑎

3
。 
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引理二正△ ABC邊長為𝑎，倒轉後為正△ DEF，若兩正三角形以點對稱方式重疊(對稱

中心為 P)，中間重疊六邊形 GHIJKL面積有最大值時，則DG̅̅ ̅̅ = GH̅̅ ̅̅ = HE̅̅ ̅̅ =
𝑎

3
，此時六

邊形 GHIJKL為正六邊形。 

[證明]設DG̅̅ ̅̅ = 𝑥，GH̅̅ ̅̅ = 𝑦，HE̅̅ ̅̅ = 𝑧 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎，且𝑥、𝑦、𝑧 > 0，由柯西不等式 

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)(12 + 12 + 12) ≥ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2 = 𝑎2 

等號成立時 

{
𝑥

1
=

𝑦

1
=

𝑧

1

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎
⇒ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =

𝑎

3
 ，得證。 

由以上兩個引理讓我們知道若想要找到最少顆數移動方法，則所框取中間的對稱六邊

形(因為不一定剛好整數)範圍就必須要最大，我們想要找到其中所藏的規則，於是開

始我們的研究。 

 

二、探究 d=1平面正三角形堆疊翻轉的問題，尋找其規律性： 

(一)我在第 60屆國小花蓮縣科展所做的研究結果 

國小時，我與我的團隊觀察每一組三角形的圖形，並推論出第一個關係式：

(A+1)÷3=B…C，再透過觀察規則得到移動最少個數公式為： 

3𝐵(𝐵−1)

2
+ 𝐵(𝐶 + 1)，其中 A=層數，B為除 3的商，C為餘數。 

 

(二)利用國中所學嘗試驗證 

首先將三角形數做以下分割， 
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圖 5 

1.從移動方式中我們發現，最少移動顆數時三角形數兩底所移動個數方式相同，因此

假設移動的兩三角形○1 和○2 的最下層顆數有𝑥顆，因此定義移動總個數函數方程為

𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 2(1 − 𝑛)𝑥 +
𝑛(𝑛−1)

2
。 

[證明] 

圖形○1 ○2 中個數為
𝑥(𝑥+1)

2
，圖形○3 個數

[1+(𝑛−2𝑥−1)](𝑛−2𝑥−1)

2
=

(𝑛−2𝑥)(𝑛−2𝑥−1)

2
， 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 1)+
(𝑛−2𝑥−1)(𝑛−2𝑥−1+1)

2
 = 𝑥2 + 𝑥 +

𝑛2−4𝑛𝑥+4𝑥2−𝑛+2𝑥

2
 

= 3𝑥2 + 2(1 − 𝑛)𝑥 +
𝑛(𝑛−1)

2
，得證。 

2.由二次函數𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐在𝑥 =
−𝑏

2𝑎
時會產生極值可知，𝑥 =

𝑛−1

3
時會有最少個

數，但必須找出最靠近最小值的整數點，我們得到了結論: 

(1) n除以 3餘 0時，𝑥 =
𝑛

3
代入𝑓(𝑥)， 

𝑓 (
𝑛

3
) = 3 × (

𝑛

3
)2 + 2 × (1 − 𝑛) ×

𝑛

3
+

𝑛(𝑛 − 1)

2
 

=
𝑛

3

2
+

2𝑛(1−𝑛)

3
+

𝑛(𝑛−1)

2
 =

𝑛2+𝑛

6
= 

𝑛(𝑛+1)

6
 

 (2) n除以 3餘 1時，𝑥 =
𝑛−1

3
代入𝑓(𝑥)， 

𝑓 (
𝑛−1

3
) = 3 × (

𝑛−1

3
)2 + 2 × (1 − 𝑛) ×

(𝑛−1)

3
+

𝑛(𝑛−1)

2
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=
(𝑛−1)2

3
+

2(1−𝑛)(𝑛−1)

3
+

𝑛(𝑛−1)

2
  

=
𝑛2−2𝑛+1

3
−

2𝑛2−4𝑛+2

3
+

𝑛(𝑛−1)

2
  

=
2𝑛2−4𝑛+2−4𝑛2+8𝑛−4+3𝑛2−3𝑛

6
=

𝑛2+𝑛−2

6
=

(𝑛+2)(𝑛−1)

6
  

(3) n除以 3餘 2時，𝑥 =
𝑛−2

3
代入𝑓(𝑥)， 

 𝑓 (
𝑛+1

3
) = 3 × (

𝑛−2

3
)2 + 2 × (1 − 𝑛) ×

(𝑛−2)

3
+

𝑛(𝑛−1)

2
  

=
(𝑛−2)2

3
+

2(1−𝑛)(𝑛−2)

3
+

𝑛(𝑛−1)

2
  

=
𝑛2−4𝑛+4

3
−

2𝑛2−6𝑛+4

3
+

𝑛(𝑛−1)

2
  

=
2𝑛2−8𝑛+8−4𝑛2+12𝑛−8+3𝑛2−3𝑛

6
=

𝑛2−𝑛

6
=

𝑛(𝑛−1)

6
  

3.我們得到了三種答案，由下表 1可知，與我們國小觀察規則所得到的公式算式互相

對照驗證完全相同。 

 國中所得算式 國小研究結果算式
3𝐵(𝐵−1)

2
+ 𝐵(𝐶 + 1) 

除以 3餘數為

0的狀況 

𝑛(𝑛 + 1)

6
 

3

2
×

𝑛

3
× (

𝑛

3
− 1) +

𝑛

3
(1 + 1) =

𝑛2 + 𝑛

6
 

除以 3餘數為

1的狀況 

(𝑛 + 2)(𝑛 − 1)

6
 

3

2
×

𝑛 − 1

3
× (

𝑛 − 1

3
− 1) +

𝑛 − 1

3
(2 + 1) 

=
𝑛2 + 𝑛 − 2

6
 

除以 3餘數為

2的狀況 

𝑛(𝑛 + 1)

6
 

3

2
×

𝑛 + 1

3
× (

𝑛 + 1

3
− 1) +

𝑛 + 1

3
(0 + 1) 

=
𝑛2 + 𝑛

6
 

表 1 
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三、探究公差變因d ≠ 1之三角形堆疊翻轉問題，尋找其規律性： 

(一)公差d = 2的三角形堆疊翻轉問題 

研究過程中發現，公差d = 2時想移動最少顆數讓圖形顛倒，中間保留的圖形會有六邊

形與八邊形兩種方式出現，如下圖 6、圖 7所示： 

 

 

           圖 6                                            圖 7 

而這兩種情況的發生規則如下：當 n除以 3的餘數為 0時，中間保留的圖形是八邊

形；當 n除以 3的餘數為 1、2時，中間保留的圖形是六邊形，討論如下： 

1. 當 n除以 3的餘數為 0時 

如圖 7，設底下移動兩個相同三角形區塊○1 和○2 最下層顆數皆有𝑥顆，則可得移

動總顆數函數𝑓(𝑥) =
(𝑥+1)2

2
+ (𝑛 − 𝑥 − 1)2。 

[證明] 

三角形區塊○1 和○2 的層數有
𝑥−1

2
+ 1 =

𝑥+1

2
層， 

區塊○3 最下層顆數= (2𝑛 − 1) − 2𝑥 − 2 = 2𝑛 − 2𝑥 − 3顆， 

⇒層數=
(2𝑛−2𝑥−3)−1

2
+ 1 = 𝑛 − 𝑥 − 1層， 

⇒ 𝑓(𝑥) =
(1+𝑥)(

1+𝑥

2
)

2
× 2 +

[1+(2𝑛−2𝑥−3)](𝑛−𝑥−1)

2
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=
(𝑥+1)2

2
+ (𝑛 − 𝑥 − 1)2  

=
𝑥2+2𝑥+1

2
+ 𝑥2 + 2𝑥 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 − 2𝑛 + 1  

=
𝑥2+2𝑥+1+2(𝑥2+2𝑥−2𝑛𝑥+𝑛2−2𝑛+1)

2
  

=
3𝑥2 + 6𝑥 − 4𝑛𝑥 + 2𝑛2 − 4𝑛 + 3

2
 

=
3

2
𝑥2 + (3 − 2𝑛)𝑥 + (𝑛 − 1)2 +

1

2
  

接下來我們用x =
2𝑛−3

3
代入，得𝑓(𝑥)最小值： 

𝑓(𝑛，2) = 𝑓(
2𝑛−3

3
) =

3

2
×

(2𝑛−3)2

9
− (2𝑛 − 3) ×

(2𝑛−3)

3
+ (𝑛 − 1)2 +

1

2
  

=
4𝑛2−12𝑛+9

6
−

4𝑛2−12𝑛+9

3
+ 𝑛2 − 2𝑛 +

3

2
  

=
4𝑛2−12𝑛+9−8𝑛2+24𝑛−18+6𝑛2−12𝑛+9

6
  

=
2𝑛2

6
=

𝑛2

3
 

2. 當 n除以 3的餘數為 1或 2時 

如圖 6，同理可推得 𝑓(𝑥) =
𝑥(𝑥+2)

2
+ (𝑛 − 𝑥 − 1)2 

=
𝑥2+2𝑥

2
+ (𝑥2 + 2𝑥 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2 − 2𝑛 + 1)  

=
𝑥2+2𝑥+2(𝑥2+2𝑥−2𝑛𝑥+𝑛2−2𝑛+1)

2
  

=
3𝑥2+6𝑥−4𝑛𝑥+2𝑛2−4𝑛+2

2
  

=
3

2
𝑥2 + (3 − 2n)𝑥 + (𝑛 − 1)2  

因為函數最小值必須是整數，所以我們分成以下兩種情況討論： 
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(1)當 n除以 3的餘數是 1時 

𝑥 =
2𝑛−2

3
時𝑓(𝑥)有最小值且為整數，得以下式子： 

𝑓(𝑛，2) = 𝑓 (
2𝑛−2

3
) =

3

2
×

4(𝑛−1)2

9
+ (3 − 2𝑛) ×

2𝑛−2

3
+ (𝑛 − 1)2  

=
2𝑛2−4𝑛+2

3
−

4𝑛2−10𝑛+6

3
+

3𝑛2−6𝑛+3

3
  

=
𝑛2−1

3
=

(𝑛+1)(𝑛−1)

3
  

 

(2)當 n除以 3的餘數是 2時 

 𝑥 =
2𝑛−4

3
時𝑓(𝑥)有最小值且為整數，得以下式子： 

𝑓(𝑛，2) = 𝑓 (
2𝑛−4

3
) =

3

2
×

4(𝑛−2)2

9
− (2𝑛 − 3) ×

2𝑛−4

3
+ (𝑛 − 1)2  

=
2𝑛2−8𝑛+8

3
−

4𝑛2−14𝑛+12

3
+ 𝑛2 − 2𝑛 + 1  

=
2𝑛2−8𝑛+8−4𝑛2+14𝑛−12+3𝑛2−6𝑛+3

3
=

𝑛2−1

3
=

(𝑛+1)(𝑛−1)

3
  

3.小結 

 n ≡ 0(𝑚𝑜𝑑3) n ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3) 

𝑓(𝑛, 2) 𝑛2

3
 

(𝑛 + 1)(𝑛 − 1)

3
 

表 2 

(二)公差d = 3的三角形堆疊翻轉問題 

研究過程中發現，公差d = 3時，移動最少顆數讓圖形顛倒中間保留的圖形會有兩種情

況： 
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1.若n ≡ 0(𝑚𝑜𝑑3)時，如圖 8中間保留的圖形不再是對稱六邊形(例如在 3層時會是平

行四邊形，其他層時八邊形)，其中一邊○1 的圖形為梯形，另一邊○2 的圖形是三角

形，設○2三角形最下層顆數有x顆，接下來我們列出移動總顆數方程式。 

∵○2有
x−1

3
+ 1 =

x+2

3
層，∴○2顆數有

(1+x)(x+2)

6
顆 

又○1的層數與○2相同，∴○1最底層顆數有2 + (
x+2

3
− 1) 3 = x + 1顆 

∴○1總顆數有
[2+(x+1)](x+2)

6
=

(x+2)(x+3)

6
顆 

⇒ f(x) =
(x+2)(x+3)

6
+

(1+x)(x+2)

6
+

[1+(3n−2x−6)](3n−2x−4)

6
  

=
2x2+8x+8+4x2+18x−12nx+9n2−27n+20

6
  

=
6x2+26x−12nx+9n2−27n+28

6
= x2 +

(13−6n)

3
x +

9n2−27n+28

6
  

𝑥取
6𝑛−13

6
時𝑓(𝑥)有最小值，但𝑓(𝑥)必須是整數⇒ 𝑥取n − 2 代入 

⇒ 𝑓(𝑛, 3) =
6𝑛2−24𝑛+24−12𝑛2+50𝑛−52+9𝑛2−27𝑛+28

6
  

=
3𝑛2−𝑛

6
=

𝑛(3𝑛−1)

6
，得證。 

 

2.若n ≡ 1 ∨ 2(𝑚𝑜𝑑3)時，則中間保留的圖形會有對稱六邊形出現，如圖 9中，○1 、

○2 角落圖形皆為梯形，設○1 、○2 最下層顆數皆有x顆，同理可得移動總顆數方程： 

圖 8 
圖 9 
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𝑓(𝑥) =
𝑥(𝑥+3)

3
+

(3𝑛−2𝑥−3)(3𝑛−2𝑥−4)

6
  

=
2𝑥2+6𝑥+4𝑥2+14𝑥−12𝑛𝑥+9𝑛2−21𝑛+12

6
  

=
6𝑥2+20𝑥−12𝑛𝑥+9𝑛2−21𝑛+12

6
  

= 𝑥2 +
(10−6𝑛)

3
𝑥 +

3𝑛2−7𝑛+4

2
  

x取
6n−10

6
代入時會有最小值，但是不會是整數，所以我們列出兩個式子: 

如果 n除以 3的餘數是 1時，x取
6n−6

6
= n − 1(不取

6n−12

6
的原因是我們在畫圖時發現

若把以 n代入(n-2)時，發現跟原本實驗出來的 x不相等，所以就用(n-1)來代入)。 

同理將最接近𝑓(𝑥)最小值的整數值代入後整理結果如下： 

f(x) = (n − 1)2 −
(6n−10)(n−1)

3
+

3n2−7n+4

2
  

=
6n2−12n+6−12n2+32n−20+9n2−21n+12

6
  

=
3n2−n−2

6
=

(n−1)(3n+2)

6
  

如果 n除以 3的餘數是 2時，x取
6n−12

6
= n − 2 

同理將最接近𝑔(𝑥)最小值的整數值代入後整理結果如下： 

小結： 

 n ≡ 0(𝑚𝑜𝑑3) n ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3) n ≡ 2(𝑚𝑜𝑑3) 

x值 x=n-2 x=n-1 x=n-2 

𝑓(𝑛, 3) 𝑛(3𝑛 − 1)

6
 

(𝑛 − 1)(3𝑛 + 2)

6
 

(3𝑛 − 4)(𝑛 + 1)

6
 

表 3 
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接下來我們繼續觀察並找出等差 4、5的情況。 

(三)公差d = 4的三角形數翻轉問題 

 

 

 

1.若n ≡ 0(𝑚𝑜𝑑3)時，中間保留的圖形是八邊形，○1 、○2 的上底為 2。設○1 、○2 下底為

x，則列出下列式子 

f(x) =
(

4𝑛−2𝑥−7+3

4
)(4𝑛 − 2𝑥 − 6)

2
+

𝑥 + 2

4
(𝑥 + 2) 

=
(4𝑛 − 2𝑥 − 4)(4𝑛 − 2𝑥 − 6)

8
+

(𝑥 + 2)(𝑥 + 2)

4
 

=
4𝑥2 + 20𝑥 − 16𝑛𝑥 + 16𝑛2 − 40𝑛 + 24

8
+

(𝑥 + 2)(𝑥 + 2)

4
 

圖 10 

圖 11 
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=
4𝑥2 + 20𝑥 − 16𝑛𝑥 + 16𝑛2 − 40𝑛 + 24 + 2𝑥2 + 8𝑥 + 8

8
 

=
6𝑥2 + 28𝑥 − 16𝑛𝑥 − 16𝑛2 − 40𝑛 + 32

8
 

=
3

4
𝑥2 +

(7 − 4n)

2
𝑥 + 2𝑛2 − 5𝑛 + 4 

由上式可得知，在𝑥 =
4𝑛−7

3
時會有最小值，但是在 n除以 3的餘數為零時，此數不會是

整數，因此我們找了離此數最近的整數點
4𝑛−6

3
，因此我們列出下列式子: 

f(
4𝑛 − 6

3
) =

3

4
×

4(2𝑛 − 3)2

9
+

(7 − 4𝑛)

2
×

2(2𝑛 − 3)

3
+

6𝑛2 − 15𝑛 + 12

3
 

=
4𝑛2 − 12𝑛 + 9

3
−

8𝑛2 − 26𝑛 + 21

3
+

6𝑛2 − 15𝑛 + 12

3
 

=
4𝑛2 − 12𝑛 + 9 − 8𝑛2 + 26𝑛 − 21 + 6𝑛2 − 15𝑛 + 12

3
 

=
2𝑛2 − 𝑛

3
 

=
𝑛(2𝑛 − 1)

3
 

2.當 n除以 3的餘數為 1、2，○1 、○2 的形狀會是上底為 4的梯形。設○1 、○2 的下底為

x，得算式: 

f(x) =

(4𝑛−2𝑥−4)

4
(4𝑛 − 2𝑥 − 6)

2
+

𝑥

4
(𝑥 + 4) 

=
(4𝑛 − 2𝑥 − 4)(4𝑛 − 2𝑥 − 6)

8
+

𝑥(𝑥 + 4)

4
 

=
4𝑥2 + 20𝑥 − 16𝑛𝑥 + 16𝑛2 − 40𝑛 + 24

8
+

𝑥2 + 4𝑥

4
 

=
6𝑥2 + 28𝑥 − 16𝑛𝑥 + 16𝑛2 − 40𝑛 + 24

8
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=
3

4
𝑥2 +

(7 − 4𝑛)

2
𝑥 + 2𝑛2 − 5𝑛 + 3 

由上式可得知當𝑥 =
(4n−7)

3
時會有最小值，但是不一定是整數，所以我們分別列出兩種

情況的式子: 

3.當 n除以 3的餘數是 1時，離最小值最近的整數點是𝑥 =
4n−7

3
，不過當 n=4時，x會

等於 3，但是我們找不到 x會等於 3的合理情況，所以我們使𝑥 =
4n−4

3
，得最小移動顆

數： 

f(
4n−4

3
) =

3

4
×

16(n−1)2

9
−

(4n−7)

2
×

4n−4

3
+ 2n2 − 5n + 3  

=
4(n−1)2

3
−

(2n−2)(4n−7)

3
+ 2n2 − 5n + 3  

=
4n2−8n+4−8n2+22n−14+6n2−15+9

3
  

=
2n2−n−1

3
=

(2n+1)(n−1)

3
  

  

4.當 n除以 3的餘數是 2時，離最小值最近的整數點是𝑥 =
4n−8

3
，所以我們以𝑥 =

4n−8

3

代入式子，得最小移動顆數: 

f (
4n − 8

3
) =

3

4
×

16(n − 2)2

9
−

(4n − 7)

2
×

4(n − 2)

3
+ 2n2 − 5n + 3 

=
4(n − 2)2

3
−

(2n − 4)(4n − 7)

3
+

6n2 − 15n + 9

3
 

=
4n2 − 16n + 16 − 8n2 + 30n − 28 + 6n2 − 15n + 9

3
 

=
2n2 − n − 3

3
 

=
(2n − 3)(n + 1)

3
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5.小結 

 n ≡ 0(mod3) n≡ 1(mod3) n≡ 2(mod3) 

x值 4𝑛 − 6

3
 

4𝑛 − 4

3
 

4𝑛 − 8

3
 

f(n,4) 𝑛(2𝑛 − 1)

3
 

(2𝑛 + 1)(𝑛 − 1)

3
 

(2𝑛 − 3)(𝑛 + 1)

3
 

表 5 

(四)公差d = 5的三角形數翻轉問題 

 

1.如圖 13，我們發現當 n除以 3的餘數是 0時，中間保留的圖形會變成八邊形，○1 是

上底為 3的梯形，○2 是上底為 2的梯形(或者對調)。藉此我們列出下列式子： 

f(𝑥) =
(5𝑛−2𝑥−8+1)(

5𝑛−2𝑥−4

5
)

2
+

(𝑥+3)(
𝑥+2

5
)

2
+

(𝑥+1)(
𝑥+2

5
)

2
  

=
6𝑥2+30𝑥−20𝑛𝑥+25𝑛2−55𝑛+36

10
  

=
3

5
𝑥2 + (3 − 2𝑛)𝑥 +

25𝑛2−55𝑛+36

10
  

2.如圖 12，我們發現 n除以 3的餘數是 1、2時，中間保留的圖形會變成六邊形，

○1 、○2 是上底為 5的梯形。(或者對調) 

f(𝑥) =
(5𝑛−2𝑥−4+4)

5
(5𝑛−2𝑥−4+1)

2
+

𝑥(𝑥+5)

5
  

=
(5𝑛−2𝑥)(5𝑛−2𝑥−4+1)+2x(x+5)

10
  

圖 12 
圖 13 
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=
6𝑥2+16𝑥−20𝑛𝑥+25𝑛2−15𝑛

10
  

＝
3

5
𝑥2 +

(8−10𝑛)

5
𝑥 +

5𝑛2−3𝑛

2
  

接下來我們 x取
5n−9

3
代入 f(x)，得下列式子: 

𝑓(𝑥) =
3

5
𝑥2 × (

5𝑛−9

3
)

2
−

(2𝑛−3)(5𝑛−9)

3
+

25𝑛2−55𝑛+36

10
  

=
50𝑛2−180𝑛+162−100𝑛2+330𝑛−270+75𝑛2−165𝑛+108

30
  

=
25𝑛2−15𝑛

30
 =

𝑛(5𝑛−3)

6
 

同理將最接近 𝑓(𝑥)最小值的整數值代入後整理結果如下： 

3.小結 

 n≡ 0(mod3) n ≡ 1(mod3) n ≡ 2(mod3) 

X值 5𝑛 − 9

3
 

5𝑛 − 5

3
 

5𝑛 − 10

3
 

f(n,5) 𝑛(5𝑛 − 3)

6
 

(5𝑛 + 2)(𝑛 − 1)

6
 

(5𝑛 − 8)(𝑛 + 1)

6
 

表 6 

(五)結論 

依照上方的討論，我們將公式一般化整理如下(n是層數，d是公差)： 

層數 n n≡ 0(mod3) n ≡ 1(mod3) n ≡ 2(mod3) 

公差 d 
[𝑛(d(n − 1) + 2]

6
 

(n − 1)(dn + 2)

6
 

(n + 1)[𝑑(n − 2) + 2]

6
 

 表 8 
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四、探究立體正三角錐堆疊翻轉問題，尋找其規律性： 

接下來是立體圖形，因為立體圖形翻轉以及移動球的方式不易觀察，我們嘗試用

保麗龍球來做模型，也買了網路立體三角錐模組來觀察，其中在觀察每一層的構造

時，發現三角錐圓球堆疊的組成會以 3個一循環的型態重複出現，其中層數除 3餘 1

的構造相同、除 3餘 2的構造相同、除 3整除的構造相同，為了接下來研究方便，我

們使用三視圖中的俯視圖來確認各球間的相對位置關係與層數，如圖 14，我們以

(黑)、(紅)、(綠)三種顏色來區分這 3種不同的構造，由最上層第一顆球開始分別以

下列方式記錄。 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

(一)移動最少顆球的探討 

1.首先我們從四層 n=4開始找起，雖然有許多種移動方法，發現最少移動個數都是 10

顆。 

(方法 1) 

如圖 15，將原本正立第四層的 4-1、 

4-2、…、4-5五顆移給第三層使用變成倒立

的第四層，正立第三層的一顆(3-1)移到右上

角和第四層剩下的五顆合併成倒立後的第三

層，而第一層和第二層直接移動顛倒，移動

總顆數為5 + 1 + 4 = 10。 

方法 1策略主要是將底下最多顆數的兩層互

換，盡量保留最多顆數不動，從圖中可發現

不動的部分剛好構成兩個對稱梯形。 

俯視圖 
圖 14 

圖 15 
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(方法 2) 

第四層不動，其他三層的球全部移動到

下方，移動總顆數為 1+3 + 6 = 10。 

方法 2的策略是利用底層顆數最多全部

不移動，將所有上層全部移動到下方。 

 

 

2.當 n=5時，討論如下： 

(1)方法 1：保留梯形法的移動顆數變成 21顆，如下圖 17所示： 

 

(2)方法 2：保留底層法的移動顆數變成 

1+3+6+10=20顆。 

 

 

 

 

(3)方法 3：讓中間構造保留越多顆，則移動會最少 

 

 

 

 

 

 

 

圖 16 

圖 17 

圖 18 

圖 18 

圖 19 
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如圖 19，將原本正立第五層中的 9顆移到第 3層，讓第 3層變成倒立第五層，而原先

的第五層變成倒立第 3層，第四層黑色自行移動 3顆從正立變倒立，最後將 1、2層挪

移到最下方即可，因此移動的總顆數計算方式為F(5) = 3 × 3 + 3 + (1 + 3) = 16。合

併結構圖如下所示： 

 

3. 當 n=6時，討論如下： 

(1)方法 1：讓底下兩層互換，其他層全部搬動下方。 

 

此時移動顆數為3 × 3 + 3 + (1 + 3 + 6 + 10) = 32。 

 

(2)方法 2：讓底下五層互換，第一層搬到下方。 

如圖 22，將原本正立 G6中的 18顆移給 R2，此時 R2變成倒立的第六層，而原先的 R5移

9顆給 G3，此時 G3變成倒立的第五層，B4自行移動 3顆從正立變倒立，最後將第一層

的 1顆挪移到最下方即可，因此移動的總顆數計算方式為： 

F(6) = 6 × 3 + 3 × 3 + 3 + 1 = 31。 

圖 20 

圖 21 
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二、尋找其中的規律 

從此處我們發現了以下幾個特點： 

1. 從正立變倒立過程中，若原本正立俯視圖為▲，當倒立俯視圖變為▼時可保留最多

顆數不需移動，因為 R(紅)、G(綠)互換，能讓本體結構保留最多。 

例：如下圖，由正立變倒立過程，本體中間保留了以下結構不需移動： 

(n=5) (n=6) 

2. 互換過程中我們發現紅、綠層之間互換為最佳，因為將顆數多的那層借給顆數少的

另一層時，彼此不但都可從正立變倒立，且可保留中間部分不需移動，如圖 19，

R5(紅)借給 G3(綠)9顆，R5(紅)自己變為倒立第三層，G3(綠)則變成倒立第五層。 

3. 黑色層有兩種方式：讓它自轉或是和同色層互換可讓移動顆數較少，如圖 19、

21。 

4. 當層數n ≤ 4時不適用此規則，原因是 4層以前上面的總和≤底層，例如： 

當n = 3 ⇒ 1 + 3 < 6(底) ，當n = 4 ⇒ 1 + 3 + 6 = 10(底)。 

5. 移動最少顆的問題可轉換為不移動最多顆的方向，為了接下來方便探討，我們以下

列方式記錄最多不移動顆數，來反推最少移動個數： 

 

圖 22 
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(1)n=7時，如下圖 23所示： 

 

圖中顏色區塊代表不需移動顆數，共有 44顆，可推得F(7) =
7×8×9

6
− 44 = 40。 

 

(2)n=8時，如下圖 24所示： 

 

不需移動顆數共有 56顆，可推得F(8) =
8×9×10

6
− 56 = 64。 

(3)n=9時，如下圖 25所示： 

 

不需移動顆數共有 85顆，可推得F(9) =
9×10×11

6
− 85 = 80。 

圖 23 

圖 25 

圖 24 
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(4)n=10時，如下圖 26所示： 

 

不需移動顆數共有 105顆，可推得F(10) =
10×11×12

6
− 105 = 115。 

(5)n=11時，如下圖 27所示： 

 

 

不需移動顆數共有 146顆，可推得F(11) =
11×12×13

6
− 146 = 140。 

(6)n=12時，如下圖 28所示： 

 

不需移動顆數共有 176顆，可推得F(12) =
12×13×14

6
− 176 = 188。 

圖 26 

圖 27 

圖 28 
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(7)n=13時，如下圖 29所示： 

 

不需移動顆數共有 231顆，可推得F(13) =
13×14×15

6
− 231 = 224。 

研究觀察發現： 

(1)若n為奇數層，則最底層 R、G、B剛好對應到中間點 G、R、B時，此時不移動顆數

可得最多解。 

(2)若n為偶數層，則最底層 R、G、B對應到中間軸左方第一個 G、R、B時，此時不移

動顆數可得最多解，往左、往右遞減。 

例：奇數層 

 

 

 

 

上圖中，𝐵7與𝐵4交換，𝐺9與𝑅5交換，𝑅11與𝐺6交換時，不移動顆數有最多解(即可移動

最少顆數使錐體顛倒)。 

偶數層 

 

 

圖 29 
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如上圖，𝐵10與𝐵4交換，𝐺12與𝑅5交換，𝑅14與𝐺6交換時，不移動顆數有最多解(即可移

動最少顆數使錐體顛倒)。 

 

接下來我們先推導推導以下引理，嘗試算出不移動顆數的總和： 

引理 3.下圖中兩層互換時，若中間保留不移動部分之線對稱六邊形(或正三角形)的

上底有𝑥顆，兩層邊長顆數分別為𝑎、𝑏，則𝑥、𝑎、𝑏間的關係式為𝑥 − 1 =
2𝑎−𝑏−1

3
。 

圖 30 

[證明] 

設𝑎 ≥ 𝑏，𝐺𝐻̅̅ ̅̅ 、𝐾𝐿̅̅ ̅̅ 上皆有𝑥顆，若在互換對調過程中塗色部分為全等不移動區塊 

⇒ 𝐸𝐺̅̅ ̅̅ (不包含 G) + 1 = 𝐼�̅� = 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ =
𝑏−𝑥

2
+ 1顆 

⇒
𝑎 − (

𝑏−𝑥

2
+ 1)

2
= 𝑥 − 1 

⇒ 2𝑎 − 𝑏 + 𝑥 − 2 = 4𝑥 − 4 

⇒ 𝑥 =
2𝑎 − 𝑏 + 2

3
 

⇒ 𝑥 − 1 =
2𝑎−𝑏−1

3
，得證。 

有了引理 3，我們便可算出不移動區塊球的個數，得引理 4 

引理 4. 如圖 30兩層互換時，兩層邊長顆數分別為𝑎、𝑏(𝑎 ≥ 𝑏)，則不移動顆數 

(1)當𝑎 ≤ 2𝑏 − 1，有
−𝑎2+𝑎+4𝑎𝑏−𝑏2+𝑏+2

6
顆。 

(2)當𝑎 = 𝑏，有
𝑎2+𝑎+1

3
顆。 

(3)當𝑎 > 2𝑏 − 1，有
(1+𝑏)𝑏

2
顆。 

[證明] 

(1)由引理 3可得顏色區塊不移動顆數為： 
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(1 + 𝑎)𝑎

2
−

[1 +
2𝑎−𝑏−1

3
](

2𝑎−𝑏−1

3
)

2
 

=
3𝑎(𝑎 + 1) − (2𝑎 − 𝑏 + 2)(2𝑎 − 𝑏 − 1)

6
 

=
3𝑎2 + 3𝑎 − (2𝑎 − 𝑏)2 − (2𝑎 − 𝑏) + 2

6
 

=
−𝑎2 + 𝑎 + 4𝑎𝑏 − 𝑏2 + 𝑏 + 2

6
 

(2)當𝑎 = 𝑏時，代入上式可得
−2𝑎2+2𝑎+4𝑎2+2

6
=

2𝑎2+2𝑎+1

6
=

𝑎2+𝑎+1

3
，得證。 

為了接下來推導一般式計算方便，我們定義𝑎 + 𝑏 = 𝑚，則上述不移動顆數可改為 

=
−𝑎2 + 𝑎 + 4𝑎𝑏 − 𝑏2 + 𝑏 + 2

6
=

−(2𝑎 − 𝑚)2 + 𝑚 + 2𝑎(𝑚 − 𝑎) + 2

6
 

=
−4𝑎2 + 4𝑎𝑚 − 𝑚2 + 𝑚 + 2𝑎𝑚 − 2𝑎2 + 2

6
 

=
−6𝑎2 + 6𝑎𝑚 − (𝑚 − 2)(𝑚 + 1)

6
 

= 𝑎(𝑚 − 𝑎) −
(𝑚 − 2)(𝑚 + 1)

6
 

 

(三)、推導一般式 

有了引理 3和 4後，我們開始嘗試推導一般式，分成以下四種循環出現討論： 

1.當ｎ ≡ 0（mod4） 

圖 31 

若最底層依次為Rn、Gn、Bn，則對應到中間軸左方的Rn

2
−1、Gn

2
−1、Bn

2
−1時，保留顆數

可最多，兩兩一組配對剛好配完，例如:(Rn，Gn

2
−1)、(Bn−1，Bn

2
)……，此時𝑚 = 𝑛 +

(
𝑛

2
− 1)，∴

(m−2)(m+1)

6
=

3𝑛(𝑛−2)

8
，先算兩組中其中一組： 

∑ [𝑎 (
3𝑛 − 2

2
) − 𝑎2 −

3𝑛(𝑛 − 2)

8
]

n

𝑎=
3

4
n

 

= (
3n−2

2
) (

(
3n

4
+n)(

n

4
+1)

2
) − [

n(n+1)(2n+1)

6
−

n(3n−2)(3n−4)

64
] −

3𝑛(𝑛−2)

8
(

𝑛

4
+ 1)  

=
7n(n+4)(3n−2)

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
+

n(3n−2)(3n−4)

64
−

6n(n−2)(n+4)

64
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=
n(3n−2)(10n+24)−6n(n−2)(n+4)

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
8n2(3n+5)

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
=

3n2(3n+5)−4n(n+1)(2n+1)

24
  

=
9n3+15n2−4n(2n2+3n+1)

24
=

n(n+4)(n−1)

24
，因為最後會上、下對稱出現，將結果乘 2，可得

不移動總顆數為
n(n+4)(n−1)

12
。 

 

2.當ｎ ≡ 2（mod4） 

圖 32 

同理，兩兩一組配對後，最後會剩中間的B3n−2

4

， 

此時𝑚 = 𝑛 + (
𝑛

2
− 1) ∴

(m−2)(m+1)

6
=

3𝑛(𝑛−2)

8
，不移動總顆數一般式推導如下： 

∑ [𝑎 (
3𝑛 − 2

2
) − 𝑎2 −

3𝑛(𝑛 − 2)

8
]

n

𝑎=
3n+2

4

 

= (
3n−2

2
) (

(
7n+2

4
)(

n−2

4
+1)

2
) − [

n(n+1)(2n+1)

6
−

n(3n−2)(3n+2)

64
] −

3𝑛(𝑛−2)

8
(

𝑛+2

4
)  

=
(3n−2)(7n+2)(n+2)

64
+

n(3n−2)(3n+2)

64
−

6n(n−2)(n+2)

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
(3n−2)(10n2+18n+4)−6n(n−2)(n+2)

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
12n3+17n2−4

32
−

n(n+1)(2n+1)

6
=

3(12n3+17n2−4)−16n(n+1)(2n+1)

96
  

=
4n3+3n2−16n−12

96
=

(n−2)(4n2+11n+6)

96
將此結果乘 2加上B3n−2

4

的不移動顆數，可得全部不

移動顆數為： 

(n−2)(4n2+11n+6)

48
+ [(

3n−2

4
)

2
−

3𝑛(𝑛−2)

8
] =

4𝑛3+12𝑛2−16𝑛

48
=

𝑛3+3𝑛2−4𝑛

12
=

𝑛(𝑛+4)(𝑛−1)

12
 。 

 

3.當ｎ ≡ 1（mod4） 

圖 33 

兩兩一組配對後，最後會剩中間的B3n+1

4

， 

此時𝑚 = 𝑛 + (
𝑛+1

2
) ∴

(m−2)(m+1)

6
=

3(𝑛+1)(𝑛−1)

8
，先算兩組成對的部分 
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∑ [𝑎 (
3𝑛 + 1

2
) − 𝑎2 −

3(𝑛 + 1)(𝑛 − 1)

8
]

n

𝑎=
3n+5

4

 

= (
3n+1

2
) (

(
7n+5

4
)(

n−1

4
)

2
) − [

n(n+1)(2n+1)

6
−

(n+1)(3n+1)(3n+5)

64
] −

3(𝑛+1)(𝑛−1)

8
(

𝑛−1

4
)  

=
(3n+1)(7n+5)(n−1)+(3n+1)(3n+5)(n+1)−6(n+1)(n−1)2

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
(3n+1)[5n2+3n]−3(n+1)(n−1)2

32
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
12n3+17n2+6n−3

32
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
4n3+3n2+2n−9

48
 將此結果乘 2加上B3n+1

4

的不移動顆數，可得全部不移動顆數為： 

4n3+3n2+2n−9

48
+ [(

3n+1

4
)

2
−

3(𝑛+1)(𝑛−1)

8
] =

4𝑛3+12𝑛2+20𝑛+12

48
=

𝑛3+3𝑛2+5𝑛+3

12
=

(𝑛+1)(𝑛2+2𝑛+3)

12
  

 

4.ｎ ≡ 3（mod4） 

圖 34 

同理，兩兩一組配對後剛好配完，推導不移動總顆數： 

∑ [𝑎 (
3𝑛 + 1

2
) − 𝑎2 −

3(𝑛 + 1)(𝑛 − 1)

8
]

n

𝑎=
3n+3

4

 

= (
3n+1

2
) (

[
3(n+1)

4
+n](

n+1

4
)

2
) − [

n(n+1)(2n+1)

6
−

(n+1)(3n−1)(3n+1)

64
] −

3(𝑛+1)(𝑛−1)

8
(

𝑛+1

4
)  

=
(3n+1)(7n+3)(n+1)+(n+1)(3n−1)(3n+1)−6(n+1)2(n−1)

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
(3n+1)(n+1)(10n+2)−6(n+1)2(n−1)

64
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
(n+1)(3n2+2n+1)

8
−

n(n+1)(2n+1)

6
  

=
3(n+1)(3n2+2n+1)−4n(n+1)(2n+1)

24
 =

(n+1)(n2+2n+3)

24
將結果乘 2， 

∴可得不移動總顆數=
(n+1)(n2+2n+3)

12
 。 
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伍、討論與結論 

一、在平面正三角形𝑛層堆疊翻轉的情況下，最少顆數𝑓(𝑛)，得知以下規律： 

(一)當 n除以 3餘 0時，𝑓(𝑛) =
𝑛(𝑛+1)

6
。 

(二)當 n除以 3餘 1時，𝑓(𝑛) =
(𝑛+2)(𝑛−1)

6
。 

(三)當 n除以 3餘 2時，𝑓(𝑛) =
𝑛(𝑛−1)

6
。 

二、平面三角形上下層間公差d ≠ 1為變因在’𝑛層堆疊翻轉的情況下，最少顆數

𝑓(𝑛, 𝑑)，得知以下規律：： 

(一)當d = 2， 

1.當 n除以 3餘 0時，𝑓(𝑛，2) =
𝑛2

3
，中間不移動的圖形為八邊形。 

2.當 n除以 3餘 1時，𝑓(𝑛，2) =
(𝑛+1)(𝑛−1)

3
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形。 

3.當 n除以 3餘 2時，𝑓(𝑛，2) =
(𝑛+1)(𝑛−1)

3
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形。 

(二)當d = 3 

1.當 n除以 3餘 0時， 𝑓(𝑛，3) =
𝑛(3𝑛−1)

6
，中間不移動的圖形 3層時會是平行四邊

形，其他層時為八邊形。 

2.當 n除以 3餘 1時，𝑓(𝑛，3) =
(n−1)(3n+2)

6
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形。 

3.當 n除以 3餘 2時，𝑓(𝑛，3) =
(3𝑛−4)(𝑛+1)

6
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形。 

(三)當d = 4 

1. 當 n除以 3餘 0時，𝑓(𝑛，4) =
𝑛(2𝑛−1)

3
，中間不移動的圖形為線對稱八邊形 

2. 當 n除以 3餘 1時，𝑓(𝑛，4) =
(2𝑛+1)(𝑛−1)

3
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形 

3. 當 n除以 3餘 2時，𝑓(𝑛，4) =
(2𝑛−3)(𝑛+1)

3
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形 

(四) 當d = 5 

1. 當 n除以 3餘 0時，𝑓(𝑛，5) =
𝑛(5𝑛−3)

6
，中間不移動的圖形為八邊形 

2. 當 n除以 3餘 1時，𝑓(𝑛，5) =
(5𝑛+2)(𝑛−1)

6
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形 

3. 當 n除以 3餘 2時，𝑓(𝑛，5) =
(5𝑛−8)(𝑛+1)

6
，中間不移動的圖形為線對稱六邊形 
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(五) 平面三角形上下層間硬幣個數公差d，最少顆數𝑓(𝑛, 𝑑)，我們推得一般式如下： 

 

層數 n n≡ 0(mod3) n ≡ 1(mod3) n ≡ 2(mod3) 

公差 d 
[𝑛(d(n − 1) + 2]

6
 

(n − 1)(dn + 2)

6
 

(n + 1)[𝑑(n − 2) + 2]

6
 

 

三、在立體正三角椎 n層圓球堆疊(n > 4)情況下，移動最少顆使其翻轉，若最少顆數

為 F(𝑛)，則： 

1.當ｎ ≡ 0⋁2(mod4)時 

F(𝑛) =
𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)

6
−

n(n+4)(n−1)

12
=

𝑛(𝑛2+3𝑛+8)

12
。 

 

2.當ｎ ≡ 1⋁3（mod4）時 

F(𝑛) =
𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)

6
−

(n+1)(n2+2n+3)

12
=

(𝑛+1)(𝑛+3)(𝑛−1)

12
。 
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