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壹、 前言 

一、研究動機 

  本研究探討正多邊形經不同的排列方式而作出多層不同規律排列的正多邊形後，其分割出

圖形間的每層正多邊形對應頂點連接後所形成的軌跡與等角螺線之間的關聯性。 

我們發現日常生活中會出現螺線，像是鸚鵡螺及蝸牛的殼切面等，想也聯想到，畫纏繞畫

時利用正多邊形向內依循某種固定的規則重複且規律地畫出多層正多邊形，其圖形會產生螺旋

的效果。我們想了解這些螺線中的規律性質，同時也產生一個問題：如何利用正多邊形畫出螺

旋線？ 

在第 61 屆數學科展「同形同螺」的作品中，我們研究的螺旋規則為正 n 邊形在等比例內縮

與固定距離內縮的形況下，隨著內縮率越來越小，多層正多邊形頂點連線所建構出來的螺旋線

會越來越接近 「等角螺線」，因此作品取名為同形同螺，即同樣的形狀下不同內縮方式卻建構

出一樣的螺線（等角螺線）。而在這次作品中，以相同正多邊形為前提下，是否可以藉由別種排

列方式來找出其他形式的螺旋線？這是我們想要研究的主題，因此在名稱上加一個問號。 

 

二、研究目的 

（一） 研究同一種正多邊形可以排列出幾種螺線。 

（二） 研究各種排列方式中螺線的形式。 

（三） 探討所找出的螺線與等角螺線關係。 

 

三、研究方法 

  先以尺規作圖畫出正三角形，接續以其中一邊畫出原先邊長一半的正三角形，同樣步驟不

斷畫出多層正三角形，找出可以畫出螺線的排列方式後，以線上軟體 GeoGebra（內文簡稱

ggb）畫出圖形並嘗試將規則推廣至其他正多邊形，最後研究圖形中的相關數學性質。 

  

四、研究流程 

 

 

      

 

 

 

 

 

圖 1 研究流程圖 
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貳、 正文 

一、 文獻探討 

（一） 等角螺旋 

在趙文敏教授的文章中，我們查到關於等角螺旋的敘述， 

若一曲線在每個點 P的切向量都與某定點 O 至此點 P 

所成的向量夾成一定角，且定角不是直角，則此曲線稱

為一等角螺線 (equiangular spiral)。 

（取自：文獻資料四） 

 

在本研究中，我們發現由正多邊形所發展出的螺線，在

縮放率越來越小的形況下，其多層正多邊形對應頂點的

連線軌跡（內文以螺線表示）會趨近於等角螺線。 

 

（二） 黃金比例螺線 

黃金螺旋與黃金比例具有密切關係。它是藉由通過黃金矩形即黃金比例的長寬比向外擴

張，再將圖形頂點依序連接，所繪製而成的連續弧形，構成出流線形的螺旋。因其螺旋狀

曲線與鸚鵡螺外殼上的螺線極為相似，又稱之為黃金螺線。(黃金矩形的意思即每層矩形的

邊長分別為費氏數列 1、1、2、3、5、8，數列中的每個數字都是由前兩個數字相加而成

的，而與上一層矩形的邊長比例為黃金比例約 1.618。）（取自：文獻資料三） 

 

 

圖 3 黃金比例螺線圖 

（取自：文獻資料三） 

 

圖 2 等角螺線示意圖 

（取自：文獻資料四） 

Ｏ 
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二、 正多邊形的排列規則介紹 

（一） 等比例／固定長度內縮  

 表 1 等比例／固定長度之圖形規則與螺線說明 

規則說明 圖示皆以 ggb 作圖 

等比例內縮： 

繪出一個邊長為 a 的正三角形，即第一層圖形以 n1 表示，接著

以點 A1 沿著 𝐴1𝐶1⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 的方向，平移第一層圖形邊長的 r 倍（r 為

等比例內縮的縮放比例）的距離，即點 A2。依此類推，以同樣

的規則畫出多層圖形。 
 

等比例內縮之螺線： 

當圖形依此內縮規則向中心點迭代出多層圖形，每層圖形之頂點

Ａn 所連成的曲線稱為該圖形的螺線。在此行式之下，當縮放倍

率 r 無限小時，此螺線會無窮地接近中心點且近似於等角螺旋。 

 

固定長度內縮： 

繪出一邊長為 a 的正三角形，即第一層圖形以 n1 表示。以點 A1 

沿著 𝐴1𝐶1⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 的方向平移單位向量 R 倍的距離，即點 A2。依此類

推，以同樣的規則畫出多層圖形。 

 

固定長度內縮之螺線： 

當圖形依此內縮規則向中心迭代出多層圖形後，每層圖形之頂點

Ａn 所連成的曲線稱為該圖形的螺線。在此形式之下，當縮放倍

率 R 無限小時，此螺線亦會無窮地接近中心點且近似於等角螺

旋，但與等比例內縮螺線的差別是固定內縮螺線的逼近速度較

慢。  

等比例內縮與固定縮的螺線之綜合比較： 

1. 在圖層無限迭代下，等比例內縮所呈現的圖形會趨近於中心點，固定內縮的圖形反而會

縮成邊長接近為 R 之小正 n 邊形。 

2. 在等比例內縮圖形中，頂點對應軌跡的偏移角度皆固定；而在固定內縮圖形中，頂點對

應軌跡的偏移角度需迭代多層後才會穩定，且會趨近於正 n 邊形的外角。 

3. 在 r/R 無窮小時，兩者之對應頂點軌跡十分接近等角螺線，但固定內縮逼近速度較慢。 

 

  

第一層邊長 

的 r 倍 

每層皆固定 

R 單位長內縮 
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（二） 對應邊逆時針內縮 

如圖形中最外圍的正三角形為第一層正三角形，其頂點分別為 A1、B1、C1。 

圖形排列規則： 

1. 選取第一層圖形的底邊 𝐴1𝐵1 的中點

（即為 A2），並以 𝐴2𝐵1 為底邊畫出第

二層正三角形，此時第二層正三角形的

頂點分別為 A2、B2（此時 B2 與 B1 共

點）、C2。 

2. 逆時針方向選取第二層圖形邊長 𝐵2𝐶2 

的中點（即為 B3），𝐵3𝐶2 畫出第三層

正三角形。 

3. 依此類推，不斷以逆時針方向，以每層

正三角形邊長的一半做出下一層的正三

角形。 

 

螺線說明： 

1. 正三角對應邊內縮之螺線會以逆時針方向外角 120 ﾟ旋轉後接續下一層，可推得正

n 邊形的所發展的螺線每層會以(360/n) ﾟ旋轉內縮。如圖中的螺線為 

𝐴1𝐵1（第一層三角形的邊長）往𝐵1𝐶2（第二層三角形的邊長）旋轉 120 ﾟ 

𝐵1𝐶2（第二層三角形的邊長）往 𝐶2𝐴3（第三層三角形的邊長）旋轉 120 ﾟ 

𝐶2𝐴3（第三層三角形的邊長）往 𝐴3𝐵4（第四層三角形的邊長）旋轉 120 ﾟ 

，不斷延續。 

2. 對應邊內縮之螺線總長為每層邊長的總和，假設第一層邊長為 1，因為各層邊長

皆為上一層的一半，相當於內縮率為 1/2，因此螺線總長為 

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
…+ (

1

2
)
𝑘−1

 

其中 k 為總層數，因此螺線總長相當於公比為 1/2 的無窮等比級數之和趨近於 2。

因此若內縮率為 r（𝟎 < 𝐫 < 𝟏），螺線總長將近似於 
𝟏

𝟏−𝒓
，且不論用何種正 n 邊形

皆是一樣的結果。 

 

 

 

  

外角 120 ﾟ    

 

圖 4 對應邊逆時針內縮圖 

（ggb 作圖） 
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（三） 固定頂點逆時針外擴 

圖形排列規則： 

1. 正三角形頂點分別為 A1、B1、C1，而點 D、E、F 分別為正三角形三邊之中點。 

2. 以 A1 為中心點，P 為沿著正三角形邊長移動的動點。 

3. A1 與 P 點連線，逆時針畫出第二層正三角形。 

4. 接著以A1P: 𝐴1𝐵1為比值 R，在第二層正三角形對

應邊的 R 倍處為 P2 點，接著以A1P2為底邊畫出

第三層正三角形，依此類推。 

5. 將 B1 與所有動點（即 P、P2、P3…）連線為螺

線。 

 

我們將圖形的變化整理成六種形式來討論螺線的變化。 

表 2 六種形式的螺線（圖中紅線）變化 

  

動點 P 與 A1 重疊（即 𝐴1𝑃 = 0）時，第二層

圖形邊長為 0，相當於不再迭代新圖層。 

動點 P 移動至 D 點（𝐴1𝐵1中點），對應動點（P1、

P2、P3……）連線相當於𝐴1𝐵1。 

  

動點 P 移動至 B1。以𝐴1𝑃為底邊畫出第二層圖

形會與第一層重疊，其餘層圖皆會如此。 

動點 P 沿著𝐵1𝐶1至 E 點(中點 P)時。對應動點

（P1、P2、P3……）相連形成此圖形的螺線。 

圖 5 固定頂點逆時針外擴圖 

（ggb 作圖） 
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動點移動至 C1，𝐴1𝑃畫出第二層圖形，以此類

推。因每層圖形之底邊為前一層正三角形的邊

長，所以會形成一個正六邊形。 

動點 P 沿著𝐶1𝐴1至 F 點(中點 P)，𝐴1𝑃逆時畫出

第二層圖形。以此類推畫出多層圖形。每層圖

形與 A1 連成底邊的頂點相連形成此圖形的螺

線。 

 

 

表 3 其他正多邊形的特殊圖形變化—當動點移動至正多邊形逆時針數來最後一個頂點時 

  

正四邊形： 

動點 P 移動至 D1，𝐴1𝑃畫出第二層圖形，以

此類推。因每層圖形之底邊為前一層正四角形

的邊長，所以會形成一個正四邊形。 

正五邊形： 

動點 P 移動至 E1，圖形經迭代後，螺線會形成一

個 10 角星（角星的角數為此正多邊形邊長數的 2

倍）。 
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正六邊形： 

動點 P 移動至 F1，𝐴1𝑃畫出第二層圖形，以此

類推。因每層圖形之底邊為前一層正六角形的

邊長，會產生類蜂窩狀的排列方式。 

正七邊形： 

動點 P 移動至 G1，圖形經迭代後，螺線會形成

一個 14 角星（角星的角數為此正多邊形邊長數

的 2 倍）。 

  

正八邊形： 

動點 P 移動至 H1，𝐴1𝑃畫出第二層圖形，圖

形經迭代後，螺線會形成一個 8 角星（角星的

角數為此正多邊形邊長數）。 

正九邊形： 

動點 P 移動至 I1，𝐴1𝑃畫出第二層圖形，圖形經

迭代後，螺線會形成一個 18 角星（角星的角數

為此正多邊形邊長數的兩倍）。 

 

小結： 

動點 P 移動至正 n 邊形逆時針數來的最後一個頂點時，當 n 為奇數時，對應頂點軌跡會為 2n 角星；

當 n 為偶數時，對應頂點軌跡會為 n 角星（n≠3、6）。 

 

  



 篇名：同行同螺？ 

  

8 
 

 

（四） 延著邊長總和外擴排列 

圖形排列規則： 

在起始邊長為 1 的正三角形中，以

其 O 點為中心，其中一邊為底邊往

外畫出第二層正三角形，再接續同

樣規則，畫出第三層正三角形（第

一層至第三層皆為邊長為 1 的正三

角形），此時第一層與第三層邊長為

一線段，再以此線段為底邊畫出第

四層正三角形。以此類推，則這個

圖形由小到大、不斷纏繞出多層正

三角形，我們得到了一組數列（邊長

長度）為 1、1、1、2、2、3、4、

5、7、9、12、16……。 

 

數列規則： 

這數列類似「費氏數列」的規則。費氏數列是由 0 和 1 開始，之後的數則是由前兩項

數相加而得出，因此為 0、1、1、2、3、5、8、13、21、34……（事實上，若正四邊

形以此圖形規則排列的邊長數即為費氏數列）。而我們與費氏數列的差別是我們的數列

由 3 個 1 開始，之後數列的規則是由前面第二個數及前第三個數相加而得出（如數列

1、1、1、2、2、3、4、5、7、9、12、16……中，12 是由 5 加 7 而來，16 是由 7 加 9

而來）。 

 

螺線說明： 

在這個圖形中我們發展出兩種螺線形式。第一種延續先前的螺線模式，即每層邊長連

接，如圖形中的紅線，因此螺線總長為數列 1、1、1、2、2、3、4、5、7、9、12、

16……的總和。第二種則以每層正三角形邊長為半徑所畫出的 60 ﾟ圓弧相連，其螺線

總長為第一種螺線總長的 𝝅/𝟑倍。 

已知弧長公式為𝑟𝜃，其中𝜃 = 60 ﾟ = 𝜋/3。因此第二種螺線總長為 

π

3
(1 + 1 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 7 + 9 + 12 + ⋯) =

π

3
(第一種螺線總長) 

 

我們發現正三邊形與正四邊形在此規則下所排列出的螺線圖形有所不同，以下列表格分析比較。 

  

圖 6 沿著邊長總和外擴排列圖 

（ggb 作圖） 
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表 4  綜合比較 

排列

方式 
正三角形延邊長外擴排列 正四角形延邊長外擴排列（即黃金比例螺線） 

圖形 

  

數列 1、1、1、2、2、3、4、5、7、9、12、16……  0、1、1、2、3、5、8、13、21、34…… 

數列

規則 

當前數字由前二個數及前三個數相加而得出。 

以𝑎𝑛表示該數列中第 n 個數字 

則可發現 

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−2，n = 4,5,6, … 

當前數字由之前的兩個數相加而得出。 

以𝑏𝑛表示該數列中第 n 個數字 

則可發現 

𝑏𝑛 = 𝑏𝑛−2 + 𝑏𝑛−1，n = 3,4,5,… 

圓弧

螺線

總長 

π

3
(各層邊長總和) 

π

2
(各層邊長總和) 

比值 

𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
≈ 1.33  （後項：前項之比值） 

𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
≈ 1.618  （後項：前項之比值） 

𝑎𝑛

𝑎𝑛−2
 ≈ 1.75 （後項：前二項之比值） 

正三角形排列之邊長數列比值趨近於1.33，若改成後項與前二項的比，其比值則會趨近於1.75，明顯

與正方形排列之邊長數列比值（即費氏數列）不同。另外這種排列方式在正五邊形之後很難畫出相

似的圖形，其主要原因在於其餘正多邊形的兩個內角和不等於180ﾟ，因此這種排列方式在別種正多

邊形的發展還需要時間來研究出適合的模式。 

 

參、 結論、其他猜想與未來展望 

一、結論 

（一） 等比例內縮與固定縮的螺線之綜合比較： 

1. 在圖層無限迭代下，等比例內縮所呈現的圖形會趨近於中心點，固定內縮的圖形

反而會縮成邊長接近為 R 之小正 n 邊形。 
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2. 在等比例內縮圖形中，頂點對應軌跡的偏移角度皆固定；而在固定內縮圖形中，

偏移角度需迭代多層後才會穩定，且會趨近於正 n 邊形的外角。 

3. r/R 無窮小時，兩者對應頂點軌跡十分接近等角螺線，但固定內縮逼近速度較慢。 

（二） 對應邊逆時針內縮 

1. 正 n 邊形的所發展的螺線每層會以(360/n) ﾟ旋轉內縮。 

2. 若內縮率為 r（0 < r < 1），螺線總長將近似於 1/(1-r)，且不論用何種正 n 邊形皆

是一樣的結果。 

（三） 固定頂點逆時針外擴 

1. 在正三角形中三個頂點與三邊中點有六種形式的螺線變化。 

2. 動點 P 移動至正 n 邊形逆時針數來的最後一個頂點時，當 n 為奇數時，對應頂點

軌跡會為 2n 角星；當 n 為偶數時，對應頂點軌跡會為 n 角星（n≠3、6）。 

（四） 沿著邊長總和外擴排列 

1. 由正三角形沿著邊長總和外擴排列的邊長數列為 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−2，n = 4,5,6, …。 

2. 由正四邊形沿著邊長總和外擴排列的邊長數列為 𝑏𝑛 = 𝑏𝑛−2 + 𝑏𝑛−1，n = 3,4,5,…。 

3. 用此排列規則很難畫出其餘正多邊形的排列圖形，其原因在於兩內角和大於 180ﾟ。 

 

二、其他猜想 

1. 四種排列方式所畫出的螺線間有互相對應的關係，且皆與等角螺線有密切關係。 

2. 推測由多層正 n 邊形所排列出的螺線會接近等角螺線，且多層相似多邊形所排列

出的螺線也會接近等角螺線。 

3. 其他正 n 邊形（n > 4）沿著邊長外擴排列的各層邊長有類似於費氏數列的規則。 

 

三、未來展望 

針對這個主題，除了上述猜想問題待驗證之外，還可以討論內文中另外三個圖形排列

的規則之面積、邊長、夾角等關係；非正多邊形的延伸討論諸如此類等。另外，藉由這段

時間分析圖形的方法，未來希望可以應用在研究原住民、客家等文化圖騰中的數學美感，

期許找出屬於台灣的幾何之美。 
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