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壹、前言  

 

本研究是個簡單有趣的小遊戲，目的是透過移動最少數量的球將正四棱錐堆疊顛倒過來。並

運用國中所學到的代數，嘗試導出最簡潔的最少移動個數方程式，並推算出一般式，是本研究的

亮點之處。 

 

一、研究動機： 

 

這次的主題我們是延續上一次科展的題目，上一次的科展我們研究相鄰兩層間公差不等於 1

時的情況，最後給出所有可能的情況與推導出一般式，最後繼續推廣到立體三角錐球體堆疊的討

論。在這一次的小論文，我們想讓研究變更完整，所以我們接著準備開始做正四棱錐堆疊的翻轉

研究。 

 

(一)正四棱錐堆疊的的觀察 

首先，我們先從網路構物平台買一些小材料，拼湊成下圖 1 的正四棱錐堆疊示意圖，希望可

以方便的觀察出一些規律。 

 

前視圖 右視圖 上視圖 

   

 

圖 1：正四棱錐堆疊三視圖 
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二、研究目的： 

1.透過各種輔助軟體和道具，觀察正四棱椎堆疊各層翻轉的顆數。 

2.總結所有的翻轉顆數成正四棱錐堆疊的規律。 

 

三、研究流程 

表 1：研究流程 

研究流程 

1. 2. 3. 4. 

決定主題決定研究

目的 

文獻資料整理 

1.閱讀書籍 

2.查詢資料 

1.利用 Sketchup 軟體模擬正四

棱椎堆疊的翻轉。 

2.利用 Gsp 軟體觀察並分解，

翻轉圖形的側面與俯視圖。 

研究結果整理。 

 

 

 

本研究分為 4 個階段，如上表所示，第一階段，先決定主題和研究目的。接著查閱相關

的文獻，並利用 Sketchup、Gsp 兩種軟體來進行研究，最後再把結果整理成研究結果。 

 

四、研究方法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

決定主題 

文獻資料整理 

利用軟體進行研究 

研究結果整理 

完成研究 
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圖 2：研究方法示意圖 

貳、正文 

 

一、研究文獻 

在科展第 62 屆的研究裡，我們推導出了正二棱錐堆疊(三角形)和正三棱錐堆疊(立體三角錐)

的不移動顆數，並利用這一點來推算出了移動顆數的算式，還列出了一般式。公式分別為圖 2(平

面)和圖 3(立體)。但在研究完成之後，我們覺得研究並不完整，。所以我們希望可以透過這次小

論文，研究正四棱錐堆疊的移動顆數，把研究做的更完整。 

 

(一)平面三角形數翻轉之科展研究結果 

設層數為 n，公差為 d，則各種狀況的公式如下表： 

 

表 2：科展的平面三角形翻轉研究結果 

n n

3
… 0 

n

3
… 1 

n

3
… 2 

d [n(d(n −  1) +  2]

6
 

(n −  1)(dn +  2)

6
 

(n +  1)[d(n −  2) +  2]

6
 

 

 

(二)立體正三角錐堆疊翻轉之研究結果 

在立體正三角椎 n 層圓球堆疊(n>4)的情況下，移動最少顆使尸其翻轉，若最少顆數為 F(n)，則公

式如下： 

1.當
n

2
… 0時，公式為 F(𝑛) =

n(n+1)(n+2)

6
–

n(n+4)(n−1)

12
=

n(n2+3n+8)

12
 

2.當
n

2
… 1時，公式為=

n(n+1)(n+2)

6
–

(n+1)(n2+2n+3)

12
=

(n+1)(n+3)(n−1)

12
 

 

二、正四棱錐堆疊翻轉問題的定義 

(一)正四棱錐堆疊的記數方式 
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正四棱錐堆疊：用硬幣排出𝑛層正方形，每一層間的硬幣等距，試著移動最少硬幣數讓

正四棱錐堆疊倒過來，我們將移動的最少顆數記為𝑓(𝑛)，n 為層數。如下圖 1 中 n 為 5，所

以移動最少顆數為 34 顆，記為𝑓(5)=34，如圖 3： 

 

圖 3：正四棱錐堆疊位置示意圖 

  

(二)正四棱錐堆疊的翻轉定義 

將圓球堆疊成正 ABCDE，以 C 為旋轉中心點，將錐體旋轉 180 度，可以得到顛倒的正

四棱錐堆疊，如果圖 8 中，正四棱錐堆疊有 5 層，移動𝑥顆球後可變成倒立圖形，移動最少

顆數記𝐹(5)，如下圖 4 和 5： 

 

 

 

 

三、進行觀察 

 

首先，為了讓我們比較方便的推算出移動的顆數，所以我們利用了 3D 的繪圖軟體-sketchup

來幫助我們來觀察重疊的部分，如下圖 6 和 7： 

圖 4：正四棱錐翻轉示意圖 
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接下來我們試著不同層數互換，看看有什麼規律。在這個過程中，我們發現最底層(n)和倒數

第 3 層(n-2)互換，不移動顆數會最多。為了證明我們的想法，我們試著用 sketchup 把所有層數互

圖 6：正四棱錐堆疊翻轉過程示意圖(1) 

圖 7：正四棱錐堆疊翻轉過程示意圖(2) 
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換的結果都畫出來，結果如下表 3： 

表 3： n 為 3 到 7 時各層互換不移動顆數的結果 

互換層換 n 和 n n 和(n-1) n 和(n-2) n 和(n-3) n 和(n-4) 

重疊層數 1 2 3 4 5 

重疊顆數

公式 
𝑛2 

(𝑛 − 1)2 ∗ 2 

= 𝑛(2𝑛 − 4)

+ 2 

 

(𝑛 − 1)2

+ (𝑛 − 2)2 ∗ 2 

= 𝑛(3𝑛 − 10) + 9 

[(𝑛 − 2)2

+ (𝑛 − 3)2]

∗ 2

= 𝑛(4𝑛 − 20)

+ 26 

(𝑛 − 2)2

+ (𝑛 − 3)2 ∗ 2

+ (𝑛 − 4)2 ∗ 2 

=𝑛(5𝑛 − 32) +

54 

舉例 

(n=3) 
9 8 5   

舉例 

(n=4) 
16 18 17 10  

舉例 

(n=5) 
25 32 34 26 19 

舉例

(n=6) 
36 50 57 50 42 

舉例

(n=7) 
49 36 86 75 75 

 

由上表可以知道，從第 5 層開始，最多不移動顆數的都是 n 和(n-2)換。接下來為了方便觀察

重疊部分的樣子，我們使用另一個 2D 繪圖軟體---gsp 來進行觀察重疊的部分，如下圖 8 和 9： 
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圖 8：正四棱錐堆疊重疊部分的觀察(1) 
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圖 9：正四棱錐堆疊重疊部分的觀察(2) 

小結： 

 

由於這次小論文的時間非常緊迫，所以我們沒有時間用公式來證明 n 和 n-2 層互換一定是最

多不移動顆數的方式，但看 3~7 層的最多不移動顆數結果，我們認為我們的想法是正確的。因為

n 和 n-2 層互換的不移動顆數為𝑛(3𝑛 − 10) + 9，正四棱錐的總顆數為
1

6
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)，所以

我們可以算出 n 和 n-2 互換的移動顆數為： 

 

 

 

 

 

 

 

 

參、研究結論與建議 

 

研究結論： 

經過我們的研究觀察後，我們發現: 

1.它移動的方式和位置有一定的規律性。 

2.如果要找出最少的移動數量，則我們應該要先找出最多的不移動顆數。 

3.透過觀察每一組的圖形，我們推論出不移動顆數的公式：𝑛(3𝑛 − 10) + 9，和移動顆數的算

式：
𝑛3

3
−

5𝑛2

2
+

61𝑛

6
+ 9。其中 n 為三角形的層數。 

 

未來展望： 

1. 因為這一次我們只有一個月的時間，所以我們無法找出每個層數間的固定公式，所以希望我們

未來可以做得更完整，找出可以套用每個層數的公式。並確認我們這次研究出來的公式正不正

1

6
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) − 𝑛(3𝑛 − 10) + 9 =

𝑛3

3
−

5𝑛2

2
+

61𝑛

6
+ 9 (n>5 之後) 
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確 

2. 希望我們在今年的科展把這個研究做完，再把正五棱錐堆疊、正六棱錐堆疊、正七棱錐堆疊、

正八棱錐堆疊……等棱錐堆疊。一樣找出最少的移動顆數。 
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