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壹●前言 
 
一、研究動機 
 

之前曾經聽老師介紹過「河內塔（Tower of Hanoi）」這個遊戲，是由一位法

國數學家 Edouard Lucas（1883 年）在一份雜誌上所發表的。老師除了一開始計

算移動步數之外，後來也引導同學們找出它的最小步數公式：2n-1，並講解了遊

戲的原理。而我們這組在課堂之後則是突發奇想地嘗試去改變這個遊戲的規則，

也就是將玩法改成：有三個柱子，其中一個柱子上有 n 個金屬片，但這些金屬片

是照奇數偶數的順序依序排列，亦即第一片編號為：1、第二片編號為：2‧‧‧

依此類推。經過移動後要讓編號為 1、3、5‧‧‧的金屬片在同一柱子上，編號

為 2、4、6 的則在另一根柱子上，同時編號小的數字必得在編號大的數字上（例

如：1 一定要在 3 的上面），若按此條件進行，則所需的最小步數為多少？ 

 

二、研究方法 

 

先找尋並研讀河內塔的相關資料文獻，了解其數學證明後，組員們用紙筆針

對新規則先進行初步的推導，嘗試找出規律，進而歸納出它的走法，最後經過共

同討論後將結論加以整理記錄。 

 
貳●正文 
 
一、研究基礎 
 

新規則的移動方式其基本原理是建立在原本的河內塔之上，也就是將一個柱

子上的圓圈全部移動到另外一根柱子上，並讓小圓圈恆在大圓圈之上。依照遞迴

數列之概念，可以計算出，當有 n 層圓盤時，「最少」需要( 2 n –1 )次移動才能完

成。 

依此原則與概念，開始進行題目的研究，以及歸納出它的相關性質與走法。 

 
二、研究主題 
 

於本研究中所要討論的是當使用三根柱子時，將原先在柱上的 n 個圈由上而

下分成奇數圈和偶數圈，並以「最少步數」分別移動到其餘兩根奇數柱和偶數柱

上，而編號較小的圈必定在編號較大的圈上（也就是不可以「大」壓「小」），至

於移動的基礎即是建立在原始「河內塔」上。 
以圖表示意圓圈之移動結果： 
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1            1   
2              2 
3      ＝ ＝ ＞       
4            3   
5              4 
‧      ＝ ＝ ＞    5   
‧      全  部    ‧  ‧ 
‧            ‧  ‧ 
n      移  動    ‧  ‧ 
－  －  －      －  －  － 
↑  ↑  ↑  之  後  ↑  ↑  ↑ 
  奇  偶        奇  偶 

《圖一》 

 
接著以幾個實例來說明移動的狀況，將有助了解移動時所須注意的事項： 
 
(一) 以 4 個圈圈的情況作為範例： 
 

《表一》 

1 →     步驟一： 
因為移動時必先將最底部的圈（編號 4）移動到偶數

柱，所以應將上面的 3 個圈先移動到奇數柱。而這 3
個圈的移動方式就像原先的河內塔一樣，故此處需要

的步數為：23-1 步。接著剩下的圈移動到偶數柱需 1

步。 

此步驟所需步驟：23－1＋1＝23（步） 

＊此步驟可讓「圈 4」和「圈 3」歸位，也就是說 
「第一步能讓兩個圈歸位。」 
 

2 →     
3 →     
4 → → →   
－  －  －  
↑  ↑  ↑  
 

第 
 

一 
奇 
步 

 
驟 

偶   
 

 ← 1    步驟二： 
接著必須讓「圈 2」到偶數柱，因此應先將「圈 1」移

回原來的柱子。此處所需步數各為：1 步。此步驟所

需步數： 1＋1＝2＝21（步） 

＊ 此步驟可讓「圈 2」歸位，並讓剩餘的 1 個圈回歸

到原本的柱子，也就是說「第二步能讓一個圈歸

位，並讓比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱子。」

 

 

  2 →   
  3    
    4  

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
 

第 
 

二 
奇 
步 

 
驟 

偶  
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1 →     步驟三：最後將「圈 1」移動到奇數柱就大功告成，

而此步驟所需步數為：1＝20（方便觀察） 

＊此步驟即重複步驟二「讓一個圈歸位」，但因為圈圈

已全部擺置完成，故原柱上無任何圈圈。而根據「讓

比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱子」也可得知：4

－3－1＝0 ，並沒有圈回到原柱子，所有圈皆移動完

畢。 

    2  
  3    
    4  

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
 

第 
 

三 
奇 
步 

 
驟 

偶  

  1    綜合以上發現的特性，可以歸納出： 
1、 當所有圈在原塔柱時，經過步驟一可讓兩個圈歸

位。 
2、 完成第一次移動後，經由步驟二能讓一個圈歸位，

並讓比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱子。 
3、 移動到最後會剩下「圈 1」在原塔柱，因此只要將

其移動到奇數柱即可。 
4、 將步數一一寫出：23＋21＋20＝11（步） 

    2  
  3    
    4  

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

完  成  圖  

(二) 接著以 5 個圈圈的情況作為範例： 
《表二》 

1 → → →   步驟一： 
因為移動時必先將最底部的圈（編號 5）移動到奇數

柱，所以應將上面的 4 個圈先移動到偶數柱。而這 4
個圈的移動方式就像原先的河內塔一樣，故此處需要

的步數為：24-1 步。接著剩下的圈移動到奇數柱需 1

步。 

此步驟所需步數：24－1＋1＝24（步） 

＊ 此步驟可讓「圈 5」和「圈 4」歸位，也就是說 
「第一步能讓兩個圈歸位。」 

2 → → →   
3 → → →   
4 → → →   
5 →     
－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

第 一 步 驟   
 ← ← ← 1  步驟二： 

接著必須讓「圈 3」到奇數柱，因此應先將由上到下

的 2 個圈移回原來的柱子。此處所需步數為：22-1 步。

再將剩下的「圈 3」移到奇數柱，所需步數 1 步。此

步驟所需步數：22－1＋1＝22（步） 

＊ 此步驟可讓「圈 3」歸位，並讓剩餘的二個圈回 

歸到原本的柱子，也就是說「第二步能讓一個圈歸 

位，並讓比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱子 

。」 

 ← ← ← 2  
   ← 3  
    4  
  5    

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

第 二 步 驟   
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1 →     步驟三： 
最後將置放在第一柱上的「圈 1」和「圈 2」，分別 

移至奇數柱和偶數柱。 

此步驟所需步數：2＝21（步） 

＊ 此步驟不可將「圈 1」和「圈 2」先移動到偶數 
柱後，再將「圈 1」移動到奇數柱，如此只會徒 
增步數。 
 

2 → → →   
  3    
    4  
  5    

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

第 三 步 驟   
 

  1    綜合以上發現的特性，可以歸納出： 
1、 當所有圈在原塔柱時，經過步驟一可讓兩個圈歸

位。 
2、 完成第一次移動後，經由步驟二能讓一個圈歸位，

並讓比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱子。 
3、 當只剩下「圈 1」和「圈 2」在原塔柱時，將其分

別移動到奇數柱和偶數柱即可，不需仿照第一步驟

的移動方式，如此將會多增加步數。 
4、 將步數一一寫出: 24＋22＋21 ＝22（步） 
 

    2  
  3    
    4  
  5    

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

完 成 圖    

 
 
(三) 最後以 6 個圈圈的情況作為範例： 
 

《表三》 

1 →     步驟一： 
因為移動時必先將最底部的圈（編號 6）移動到偶數

柱，所以應將上面的 5 個圈先移動到奇數柱。而這 5
個圈的移動方式就像原先的河內塔一樣，故此處需要

的步數為：25-1 步。接著剩下的圈移動到偶數柱需 1

步。 

此步驟所需步數：25－1＋1＝25（步） 

＊ 此步驟可讓「圈 6」和「圈 5」歸位，也就是說 
「第一步能讓兩個圈歸位。」 

2 →     
3 →     
4 →     
5 →     
6 → → →   
－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

第 一 步 驟   
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 ← 1    步驟二： 

接著必須讓「圈 4」到偶數柱，因此應先將由上到下

的 3 個圈移回原來的柱子。此處所需步數為：23-1 步。

再將剩下的「圈 4」移到偶數柱，所需步數 1 步。此

步驟所需步數：23－1＋1＝23（步） 

＊此步驟可讓「圈 4」歸位，並讓剩餘的三個圈回歸

到原本的柱子，也就是說「第二步能讓一個圈歸位，

並讓比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱子。」 

 ← 2    
 ← 3    
  4 →   
  5    
    6  

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

第 二 步 驟    
1 → → →   步驟三： 

照著第一步驟的觀念移動即可發現：移動後又可以讓

2 個圈歸位。 

此步驟所需步數為：22－1＋1＝22（步） 

＊ 從這步開始即開始重複第一步驟和第二步驟。 

2 → → →   
3 →     
    4  
  5    
    6  

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

第 三 步 驟    
   ← 1  步驟四：最後將「圈 1」移動到奇數柱就大功告成，

而此步驟需步數為：1＝20（方便觀察） 

＊此步驟即重複步驟二「讓一個圈歸位」，但因為圈圈

已全部擺置完成，故原柱上無任何圈圈。而根據「讓

比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱子」也可得知：6

－3－3＝0 ，並沒有圈回到原柱子，所有圈皆移動完

畢。 

    2  
  3    
    4  
  5    
    6  

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

第 四 步 驟    
  1    綜合以上發現的特性，我們可以歸納出： 

1、當所有圈在原塔柱時，經過步驟一可讓兩個圈歸   
   位。 

2、完成第一次移動後，經由步驟二能讓一個圈歸 

   位，並讓比總圈數少 3 個的圈數回到原本的柱 

   子。 

    2  
  3    
    4  
  5    
    6  
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－  －  －  3、從第三次移動開始只是不斷重複著一和二的步驟 

   而已。 
4、將步數一一寫出：25＋23＋22＋20＝45（步） 

↑  ↑  ↑  
  奇  偶  

完 成 圖     
 
 
(四) 再繼續寫出其他圈數時所需的最短步數，並將其整理成下圖表格。 
 

《表四》 
1   1    n＝1 20 
2     2  ＝2 21 
3   3    ＝3 22＋20 
4 ＝ ＞   4  ＝4 23＋21＋20 
5 ＝ ＞ 5    ＝5 24＋22＋21 
‧ 全 部 ‧  ‧  ＝6 25＋23＋22＋20 
‧ 移 動 ‧  ‧  ＝7 26＋24＋23＋21＋20 
‧ 之 後 ‧  ‧  ＝8 27＋25＋24＋22＋21 

n       ＝9 
＝10 
＝11 
： 

28＋26＋25＋23＋22＋20 
29＋27＋26＋24＋23＋21＋20 
210＋28＋27＋25＋24＋22＋21 

： 

－   －  －  
↑   ↑  ↑  
   奇  偶  

 
(五) 依此推導出 n 個圈圈時走法： 
 

《表五》 

1    1  將圈數假設為 n 個，而奇數柱和偶數柱設為 a 和 b（因

為無法確定 n 為奇數或偶數），移動的的方式如下： 
1、起初必先將 1～（n－1）圈移動到 b 柱上，如此才

能夠將 n 移出，此處所需步數為：2(n-1)-1（步） 
2、接著將 n 圈移動到 a 柱上，此處需 1 步。 

3、共需步數：[2(n-1)－1]＋1＝2(n-1)（步） 
＊第一步驟可讓兩個圈歸位，因此下次需移動的圈為

1～（n－2）圈。 

 

2    2  
3 → → → 3  
‧    ‧  
‧ → → → ‧  
‧    ‧  
‧    ‧  
    n-1  
n → n    
－  －  －  
  ↑  ↑  

 a  b  
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1    1  經過第一次移動後，接著開始移動 1～（n－2）圈 

1、將 1～（n－3）圈移動回原柱，如此才能將 

（n－2）圈移動到 a 柱，此處步數為：2(n-3)-1（步）

2、接著將（n－2）圈移動到 a 柱上，此處需 1 步。 

3、共需步數：[2(n-3)－1]＋1＝2(n-3)（步） 
＊第二步驟可讓一個圈歸位，並使（n－3）個圈回到

原柱，因此下次需移動的圈為 1～（n－3）圈。 

2    2  
‧ ← ← ← 3  
‧    ‧  
‧ ← ← ← ‧  
n-3    ‧  

  n-2 ← n-2  
    n-1  
  n    

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  a  b  
1  1    接下來的第三步驟，經過移動過程可發現到和第一 

次移動十分的相似，只是將 1～（n－4）個圈移動到

a 柱，有別於一開始移動到 b 柱。 

1、先將 1～（n－4）圈移動到 a 柱上，如此才能夠將

（n－3）圈移出，此處所需步數為：2(n-4)-1（步）

2、接著將（n－3）圈移動到 b 柱上，此處需 1 步。 

3、共需步數：[2(n-4)－1]＋1＝2(n-4)（步） 
＊第三步驟如同第一步驟可讓兩個圈歸位，因此下次

需移動的圈為 1～（n－5）圈。 

 

2 → 2    
‧  ‧    
‧ → ‧    
‧  n-4    
n-3 → → → n-3  

  n-2    
    n-1  
  n    

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  a  b  
1  1    接下來的第四步驟，經過移動過程可發現到和第二 

次移動十分的相似，接著開始移動 1～（n－5）圈 

1、將 1～（n－6）圈移動回原柱，如此才能將 

（n－5）圈移動到 b 柱，此處步數為：2(n-6)-1（步）

2、接著將（n－5）圈移動到 a 柱上，此處需 1 步。 

3、共需步數：[2(n-6)－1]＋1＝2(n-6)（步） 
＊第四步驟可讓一個圈歸位，並使[(n－3)－3]個圈回

到原柱，因此下次需移動的圈為 1～（n－6）圈。

＊接下來的步驟皆和步驟一、二重複。 

 

： ← ：    
n-6  n-6    

  n-5 → n-5  
  n-4    
    n-3  
  n-2    
    n-1  
  n    

－  －  －  
↑  ↑  ↑  
  a  b  
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由上面整理出的走法可發現： 
步驟一、步驟三可使 2 個圈移動到正確位置；而步驟二、步驟四可使 1 個圈移動

到正確位置，因此可以導出一個公式： 

當圈數為 n 時，所需步數為：
)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K  

 
1. 將所有的資料統整後提出以下的性質： 
 
(1) 圈數所對應的步數規律是以 3 個為一組增加的（圈數不能等於 0，故上方表

格中的第一組只有圈數 1 和 2）。 

(2) 當圈數有 n 個時，所需的步數為：
)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K可以

將這個一般式寫成：
)1(2 −n
＋

[ ]2)1(2 −−n
＋

[ ]1)3(2 −−n
＋

[ ]2)4(2 −−n
＋

[ ]1)6(2 −−n
K  

由此公式即能看出 2 的次方數 n 是以「－1」和「－2」不斷地減少下去，直

到減少到 n－1 或 n－2 等於 0 或小於 0 則停止。 
 
 
2. 又可以把公式分成三種情形來討論： 

 

(1) 第一種情形： 

 

當 n÷3＝aKb，而 b＝0 的時候（即 n 可整除三），n 為 3≥ 之整數 

步數公式推演： 

)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K＋

02 （此情形最後一項必為
02 ） 

＝
22 [ ]0)6()3( 222 +++ −− Knn ＋ [ ]0)6()3( 222 +++ −− Knn （將奇次項都提出

22 ） 

（＊此數列的項數多寡必為偶數） 

＝ ( )122 + ‧ [ ]0)6()3( 222 +++ −− Knn （兩項合併） 

＝ ∑
=

−
3

1

)3(25

n

k

kn
  n≥ 3， N

n
∈3  

＊n=3 可以適用在此公式，因為當步數寫成：
)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K

時，最少有兩項以上。 
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(2) 第二種情形： 

 

當 n÷3＝aKb，而 b＝1 的時候，n 為 4≥ 之整數 

步數公式推演： 

)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K＋

12 +
02 （此情形最後一項必為

02 ） 

（＊此數列的項數多寡必為奇數） 

＝
22 [ ]1)6()3( 222 +++ −− Knn ＋ [ ]1)6()3( 222 +++ −− Knn ＋ 02 （將奇次項都提出

22 ） 

＝ ( )122 + ‧ [ ]1)6()3( 222 +++ −− Knn ＋ 02 （兩項合併） 

＝ ∑
−

=

−
3

1

1

)3(25

n

k

kn
＋ 02    n≥ 4， N

n
∈

−
3

1
 

＊n=1 並不適用以上公式，因為 3
1−n

還必須大於 0，也就是說：將步數寫成 

)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K時，至少要有兩項以上。 

 
 
(3) 第三種情形： 

 

當 n÷3＝aKb，而 b＝2 的時候，n 為 5≥ 之整數 

步數公式推演： 

)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K＋

22 ＋
12 （此情形最後一項必為

12 ） 

＝
22 [ ]2)6()3( 222 +++ −− Knn ＋ [ ]2)6()3( 222 +++ −− Knn ＋ 12 （將奇次項都提出

22 ）

（＊此數列的項數多寡必為奇數） 

＝ ( )122 + ‧ [ ]2)6()3( 222 +++ −− Knn ＋ 12 （兩項合併） 

＝ ∑
−

=

−
3

2

1

)3(25

n

k

kn
＋ 12    n≥ 5， N

n
∈

−
3

2
 

＊n=2 並不適用以上公式，因為 3
2−n

還必須大於 0，也就是說：將步數寫成 

)1(2 −n
＋

)3(2 −n
＋

)4(2 −n
＋

)6(2 −n
K時，至少要有兩項以上。 
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參●結論 
 
一、心得： 

 

    在這次的研究過程中，經過不斷的討論，並遭遇許多的失敗與挫折後，我們

成長並且蛻變，更體會到數學世界的奧妙。抽絲剝繭地將規則一步步發掘，喜悅

也伴隨著綻放開來，使我們對研究增加了許多動力。雖然花費了許多的時間以及

精神在這次的研究上面，但是我們甘之如飴，且研究一開始，原本默契不佳的三

人，對問題的解決方法偶有意見不合，經由討論，將歧見磨合並激盪出真理的火

花，彼此互相協助、互相扶持、互相鼓勵，漸漸的培養出相當的默契，並增加了

數學研究的經驗。當我們發現問題的解決方法時，所有的努力以及付出都是值得

的，而這也是我們在整個研究中所獲得最珍貴的寶物。 
 
二、未來的發展： 

 
    本研究之後發展方向是將河內塔由三柱推廣到四柱甚至是更多柱，而規則也

是將奇數圈圈、偶數圈圈，分別置放在其中兩根柱子上，期望能找出解決這個問

題的方法，並找出其間的共通性。而在研究過程中，曾試著去尋找四柱的移動方

法，但是到第十一個圈圈時失去了規律性，而目前還在努力探討其原因。 
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