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河內塔之深入研究 

國立楊梅高中數學科教師  許技江 

 

壹、 河內塔的起源 

1883 年，一位法國的數學家 Edouard Lucas 教授在歐洲的一份雜誌上介紹

了一個遊戲。這個遊戲名為河內塔（Tower of Hanoi），它源自古印度神廟中的一

段故事（也有一說是在越南河內）。傳說在古老的印度，有一座神廟。在廟宇內

正中央的一個平台上有三根細柱，另外有六十四張大小不同的平圓盤套在這三根

細柱的其中一根上。據古代的傳聞，移動這六十四張圓盤有個規定：大盤不可放

在小盤上；一次只能拿起一張圓盤，套在另一根細柱後才可以移動下一張圓盤。

若將這六十四張圓盤自一根細柱全部移動到另一根細柱，而且不違反規定，則佛

祖及眾神將再度降臨人世，天下太平。 
 

 
 
 
 
 

 

貳、 移動河內塔之規則 

基本河內塔，有三根柱子。遊戲的開始，是在第一根柱子上，由上到下疊著

由小到大的圓盤。每個圓盤大小都不一樣。 
遊戲的玩法是，一次移動一張圓盤，拿起某一根柱子上的最上面的圓盤，放

在別的柱子上。但是限制條件是，大圓盤不可放在小圓盤上，小圓盤可以放在大

圓盤上。放好手上的圓盤後，才能拿起另一張圓盤。 
遊戲的最終目標是，把所有的圓盤，都移到與開始不同的另一根柱子上（全

部圓盤都在同一柱），就算結束。 
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參、 河內塔移動方式之研究方向 

依照遞迴數列之概念，可以計算出，有 n 層圓盤時，「最少」需要( 2 n –1 )
次移動才能完成。以下提出簡易證明： 

 
證明：設數列< a n >，a n 表示移動 n 層完畢時所需的最少步數。 

明顯知道，移動一層僅需一步，故 a 1 = 1。 
總共有 n 層時，若要移動第 n 層，則需先將上面的 (n – 1) 層全部先移動

到另外的第二根柱子（需 a n – 1 步），然後移動第 n 層到第三根柱子（1 步），

再把第二根柱子的 (n – 1) 層全部移動到第三根柱子的第 n 層上面（需 
a n – 1 步）。這樣就完成了。 
可知 a n = a n – 1 + 1 + a n – 1，得 a n = 2 a n – 1 + 1。 
我們來處理這個式子：由 a n = 2 a n – 1 + 1，得 a n +1 = 2 ( a n – 1 + 1 ) 
故 a n +1 = 2 ( a n – 1 + 1 ) = 2 2 ( a n – 2 + 1 ) = … = 2 n – 1 ( a 1 + 1 ) = 2 n 
所以 a n = 2 n – 1，即移動 n 層最少需要 ( 2 n – 1 ) 步。 

 
但是，這裡要強調的是「最少」。因為如果沒有一套移動模式，可能在移動

過程中，發現與預期不符，而會做復原前幾步的動作，就增加了步數。當然，所

有的移動，都是符合河內塔的兩大規則：（一）一次移動一層；（二）小圓盤不能

放在大圓盤之上。 
我們的研究重點有幾項： 

一、如何能符合規則，又能以最少的步數完成？ 
 
二、如果已經進行到一半，由其他人接手繼續，但移動者不知道之前是如何移動

的。如何判斷下一步該移動哪一個？能否把剩下的部分，最少步數預先算

出？ 
 
三、如何綜合所有的想法，實際應用在操作上面？ 

此處研究的範圍，鎖定在最簡單、最基本的河內塔。若增加為四柱以上，或

使用兩種顏色以上的圓盤，或增加新的規則，則不在本文的研究範圍。 
 

肆、 歸納研究基礎成果 

範例 1：三層河內塔的移動情形：以數字表示，較小者表示小圓盤。各數字維持

同一高度（不像實際圓盤放在柱底），以利觀察。 
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一、 奇數偶數規則 

請注意觀察範例 1 的每一步移動的第幾層號碼，及該層會放在哪一層上面。

第一步是第 1 層放在第二柱（空柱），第二步是第 2 層放在第三柱（空柱），第三

步是第 1 層放在第三柱的第 2 層上面，第四步是第 3 層放在第二柱（空柱），…。 
仔細觀察，會發現幾個規則： 

1.一層不會連續移動兩次。因為連續移動兩次的結果跟移動一次的效果是一樣

的。移動兩次只是增加步數而已。所以要判斷正確，不要作虛工。 
2.一開始一定是移動第 1 層。至於要把第 1 層移動到哪一根柱子，則依照總層數

來決定：總層數為奇數層，則第 1 層先移動到第二柱；總層數為偶數層，則第

1 層先移動到第三柱。這裡的前提是：一開始所有層都在第一柱，最後全部要

移動到第二柱。如果前提不同，則請依照本文後面「伍、進階移動法」之「一、

判斷開始法」來決定。 
3.自開始第 1 層移動後，就只有在結束時，才會有兩個空柱。所以中間過程最多

只有一個空柱，最少是沒有空柱。仔細觀察第 1 層，當它移動後，接下來必定

是除了第 1 層所在的柱子之外，剩下兩柱之間移動，而且是把小層移到大層上，

或把小層移到空柱上。而接著三柱個別的最高層中，最大層不可能壓在其他柱

的小層上，除了第 1 層之外的小層剛剛移動過了，也不會立即再動，如果是空

柱也沒有東西搬動，所以必定是輪到第 1 層移動。也就是說，每兩次就有一次

移動第 1 層。 
4.留意一下最少次數的移動情形，發現若現在不是移動第 1 層，則只有小層移到

1   
2   
3   
↑ ↑ ↑ 

第 1 步 

 1  
2   
3   
↑ ↑ ↑

第 2 步 

 1  
  2 
3   
↑ ↑ ↑ 

第 3 步 

  1 
  2 
 3  

↑ ↑ ↑

第 5 步 

  1 
  2 
3   
↑ ↑ ↑ 

第 4 步 

 1  
 2  
 3  

↑ ↑ ↑

完成 

1   
  2 
 3  

↑ ↑ ↑ 
第 6 步 

1   
 2  
 3  

↑ ↑ ↑ 
第 7 步 

  1 
  2 
 3  

↑ ↑ ↑ 
錯誤的第 5 步 

錯  誤 
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大層上，或小層移到空柱上兩種可能。這兩種都不可能出錯誤，因為限制選擇。

唯一可能會有多種選擇的，就只有在移動第 1 層的時候，因為它最小，所以可

以放在任何柱上。如何判斷第 1 層的移動呢？除了前述第一步判斷第 1 層移動

到哪一個空柱的原則之外，在中間的過程中，第 1 層必定放在偶數層上，或空

柱上！看一下範例 1 即可明瞭。第一層是不能放在第 3 層上面的，因為這樣是

錯誤步，會增加步數。 
5.最後歸納結論：奇數層會放在偶數層上（或空柱上），偶數層會放在奇數層上

（或空柱上）。如果發現偶數層下面一層也是偶數，或奇數層下面也是奇數層，

那就代表前面移錯了！每兩次就有一次移動第 1 層。而不論是第 1 層還是其他

層，記得奇數層會放在偶數層上（或空柱上），偶數層會放在奇數層上（或空

柱上）的原則，就會簡單地以最少步數完成。 
這像俗稱的「同性相斥，異性相吸」的道理。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1  
  2 
3   
 4  
  5 
  6 
 7  

↑ ↑ ↑ 
正確的一種狀況 

 1  
  2 
3   
 4  
  5 
  6 
7   
↑ ↑ ↑

錯誤的一種狀況 

從上到下，奇數偶

數應該交錯排列。 
即奇數的下面是

偶數，偶數的下面

是奇數。 
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二、 二進位對照步數法 
請再看一下範例 1，這次加入了步數的二進位表示法：（範例 2） 
 

範例 2：三層河內塔的移動情形（步數轉換成二進位表示法） 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
注意觀察步數二進位表示法，例如第二步(010)2 變成第三步(011)2，二進位從

010 變成 011，變動的是最後一位。若我們以最後一位表示第 1 層，中間位表示

第 2 層，第一位表示第 3 層，則最前面變動的位數，代表要移動這一層！例如第

二步(010)2 變成第三步(011)2，就是第 3 步要移動第 1 層。例如第三步(011)2 變成

第四步(100)2，則是第 4 步要移動第 3 層（變動的最前面一位代表的層數）。請看

範例 3。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1   
2   
3   
↑ ↑ ↑ 
第 1 步(001)2 

 1  
2   
3   
↑ ↑ ↑

第 2 步(010)2 

 1  
  2 
3   
↑ ↑ ↑ 
第 3 步(011)2 

  1 
  2 
 3  

↑ ↑ ↑

第 5 步(101)2 

  1 
  2 
3   
↑ ↑ ↑ 
第 4 步(100)2 

1   
  2 
 3  

↑ ↑ ↑ 
第 6 步(110)2 

 1  
 2  
 3  

↑ ↑ ↑

完成 

1   
 2  
 3  

↑ ↑ ↑ 
第 7 步(111)2 
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範例 3：四層河內塔的移動情形（步數轉換成二進位表示法） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
請同時對照奇數偶數規則，及步數二進位表示法對照移動層數，看看是否符

合規則？ 
前一個介紹的「奇數偶數規則」，好處是知道如何移動是正確的，缺點是移

動到一半時，若思緒中斷，會不知到如何移動是正確的。而二進位對照步數法的

好處是知道該移動的是哪一層，缺點是不知道如何移動是正確的。所以兩法合併

運用，可以互補缺點。 
 
 
 
 
 

1   
2   
3   
4   
↑ ↑ ↑ 
第 1 步(0001)2 

  1 
2   
3   
4   
↑ ↑ ↑

第 2 步(0010)2 

  1 
 2  
3   
4   
↑ ↑ ↑

第 3 步(0011)2 

 1  
 2  
3   
4   
↑ ↑ ↑ 
第 4 步(0100)2 

 1  
 2  
  3 
4   
↑ ↑ ↑ 
第 5 步(0101)2 

1   
 2  
  3 
4   
↑ ↑ ↑

第 6 步(0110)2 

1   
  2 
  3 
4   
↑ ↑ ↑

第 7 步(0111)2 

  1 
  2 
  3 
4   
↑ ↑ ↑ 
第 8 步(1000)2 

  1 
  2 
  3 
 4  

↑ ↑ ↑ 
第 9 步(1001)2 

 1  
  2 
  3 
 4  

↑ ↑ ↑

第 10 步(1010)2 

 1  
2   
  3 
 4  

↑ ↑ ↑

第 11 步(1011)2 

1   
2   
  3 
 4  

↑ ↑ ↑ 
第 12 步(1100)2 

1   
2   
 3  
 4  

↑ ↑ ↑ 
第 13 步(1101)2 

  1 
2   
 3  
 4  

↑ ↑ ↑

第 14 步(1110)2 

  1 
 2  
 3  
 4  

↑ ↑ ↑

第 15 步(1111)2 

 1  
 2  
 3  
 4  

↑ ↑ ↑ 
完成 
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三、 12、13、23 移動規則 
這是我所發現最簡單的移動規則。每一步的共通點是，受觀察的兩柱，最上

面的較小的層移到較大層的那一柱去。 
先決定好一開始的第 1 層要移到哪一柱去。在範例的三層中，第一步為第 1

層要從第一柱移到第二柱去，標示為 12（第一柱與第二柱）。第二步為第 2 層從

第一柱移到第三柱去，標示為 13（第一柱與第三柱）。第三步為第 1 層要從第二

柱移到第三柱去，標示為 23（第二柱與第三柱）。第四步為第 3 層要從第一柱移

到第二柱去，標示為 12（第一柱與第二柱）。第五步為第 1 層從第三柱移到第一

柱去，標示為 13（第一柱與第三柱）。……所以從頭開始，剛好標示的順序為 12、

13、23、12、13、23、…循環，只要保持小層到大層的原則，不需管奇數偶數，

不需管步數，相當容易。 
同樣的觀察範例 3 的四層中，第一步標示為 13，第二步標示為 12，第三步

標示為 23，…。則為 13、12、23、13、12、23、…的循環。 
所以第 1 層第一次是移動到第二柱，則為 12、13、23、…循環。第 1 層第

一次是移動到第三柱，則為 13、12、23、…循環。 
這個方法相當簡單。從一開始只要心中默數現在是哪兩柱在比較，就能用機

械式移動而不需要判斷及花費太多思考。 
 

伍、 進階移動法 

這裡與前面「肆、歸納研究基礎成果」的最大差別是：「歸納研究基礎成果」

所介紹的，是從一開始所有層都在同一柱上，要將全部層移動到另一根柱子上。

而「進階移動法」是開始之前已經移動過幾步了，而且可能有「犯錯」，會多增

加幾步；我們要如何接手，繼續把所有層都移動到同一柱上呢？而且若可以選擇

最後要移動到那一根柱子，那麼該如何決定第一步？同時在移動之前，希望可以

預先把剩下的最少步數算出來。如果移動到一半忘記了，可以馬上判斷要如何繼

續為最少步驟方法。當然這裡的方法也可以從所有層都在第一柱的標準開始時就

使用。 
 

一、判斷開始法 
如果是移動到一半才接手，而且指定要到第三柱，或是回到第一柱，那該如

何判斷接著要走哪一步呢？ 
 
首先，我們來看幾點移動時的想法：（暫時忽略上面的 1～(n–1)層） 

 
 

(1) 
 

n   
n+1   
↑ ↑ ↑ 
一 二 三 

 

第 (n + 1) 層如果要移動到第二柱，則必須先將第 n
層移動到第三柱。同理，若第 (n + 1) 層要移動到

第三柱，則必須先將第 n 層移動到第二柱。 
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(2) 
 
 
 

(3) 
 

 
(4) 
 
 
 
 
這四個原則，很像成語「趨吉避凶」。如果第 ( n + 1 ) 層要移動，則第 n 層

要避開第 ( n + 1 ) 層移動之出發柱和目標柱的兩根柱子（避凶）。如果第 
( n + 1 ) 層不移動，則第 n 層要移動到（或維持在）第 ( n + 1 ) 層的上面（同一

柱子）。（趨吉） 
關於上述 (3)、(4) 的理由為：  
第 ( n + 1 ) 層不移動的原因，是有比第 ( n + 1 ) 層更大的層，要在第二柱

與第三柱之間移動（非第 ( n + 1 ) 層所在之柱）。所以第 ( n + 1 ) 層要避開第二

柱與第三柱，這樣第 n 層也要避開第二柱與第三柱，故移動到（或維持在）第 
( n + 1 ) 層的上面。 

還有一種可能，是最後第 ( n + 1 ) 層及更大層已經完成（都已在最後目標

柱上），則第 n 層要移動到（或維持在）第 ( n + 1 ) 層的上面，以完成最後階段。 
所以綜合(1)、(2)、(3)、(4)的原則，歸納出兩個想法： 

(1)若第 ( n + 1 ) 層要移動，則第 n 層要避開。 
(2)若第 ( n + 1 ) 層不移動，則第 n 層要移到第 ( n + 1 ) 層上面。 

我們利用這個想法來判斷下面例子的第一步。從最大層開始，接著判斷第二

大層、第三大層、……，一直到第 1 層。 
 

範例 4：一開始狀態如右圖。 
依照奇數偶數原則，可知從一開始移動到右圖的 
情形，是有移動錯誤的狀況。但是我們不需要知 
道那裡錯了，只要依照目前的狀況來判斷即可。 
 
(一)如果全部要移動到第二柱，則： 

(1)第 5 層要移動到第二柱（最後目的地）。 
(2)第 4 層要避開第 5 層，所以留在第三柱不動。 

 1  
  2 
 3  
  4 
5   
↑ ↑ ↑ 
一 二 三 

 1  
  2 
 3  
  4 
5   
↑ ↑ ↑

一 二 三

 n  
n+1   
↑ ↑ ↑ 
一 二 三 

 

第 (n + 1) 層如果要移動到第二柱，則必須先將第 n
層移動到第三柱。同理，若第 (n + 1) 層要移動到

第三柱，則第 n 層必須維持不動在第二柱。 

n   
n+1   
↑ ↑ ↑ 
一 二 三 

 

第 (n + 1) 層如果維持不動，則第 n 層也維持不動。

 n  
n+1   
↑ ↑ ↑ 
一 二 三 

第 (n + 1) 層如果維持不動，則第 n 層要移動到第

一柱第 (n + 1) 層上面。 
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(3)第 3 層要移動到第三柱第 4 層上面（因第 4 層不動）。 
(4)第 2 層要避開第 3 層，所以要移動到第一柱。 
(5)第 1 層要避開第 2 層，所以留在第二柱不動。 
所以第一步，是把第 2 層移動到第一柱。 

 
(二)如果全部要移動到第三柱，則： 

(1)第 5 層要移動到第三柱（最後目的地）。 
(2)第 4 層要避開第 5 層，所以要移動到第二柱。 
(3)第 3 層要避開第 4 層，所以要移動到第一柱。 
(4)第 2 層要避開第 3 層，所以留在第三柱不動。 
(5)第 1 層要移動到第三柱第 2 層上面（因第 2 層不動）。 
所以第一步，是把第 1 層移動到第三柱。 

 
(三)如果全部要移回到第一柱，則： 

(1)第 5 層留在第一柱不動（最後目的地）。 
(2)第 4 層要移動到第一柱第 5 層上面（因第 5 層不動）。 
(3)第 3 層要避開第 4 層，所以留在第二柱不動。 
(4)第 2 層要移動到第二柱第 3 層上面（因第 3 層不動）。 
(5)第 1 層要避開第 2 層，所以要移動到第一柱。 
所以第一步，是把第 1 層移動到第一柱。 

 
可以發現，一開始的選擇只有三種： 

(1)第 1 層不動，第 2 層移到第一柱。 
(2)第 1 層移動到第三柱。 
(3)第 1 層移動到第一柱。 

剛好每一種分別都達到最後移動到三個不同柱子的結果。所以決定好第一

步，接著就順著做下去即可。這樣必定是最少步數完成。 
要特別注意一點：因為之前可能有發生錯誤，所以，奇數偶數規則在此種情

形的移動過程中，並不適用！ 
如果繼續做下去，到一半又忘記了，或是懷疑是否正確時，只要再判斷一次，

就可以決定下一步。當然，並不需要每一步都判斷。比較可能出錯的，大概是移

動第 1 層的時候，因為它可以放在任何一層上面。其他層因為受到第 1 層的限制

（不能放在第 1 層上面），所以只能移到非第 1 層所在的另一根柱子。如果前面

沒有錯誤移動，則這裡應該也不會出錯。 
 

二、計算剩餘最少步數 
前文提過，有 n 層圓盤時，「最少」需要( 2 n –1 )次移動才能完成。而如果已

經移動幾步了，則不論對錯，已經移動了幾步，剩下到完成的步數，應該比 

 1  
  2 
 3  
  4 
5   
↑ ↑ ↑

一 二 三

 1  
  2 
 3  
  4 
5   
↑ ↑ ↑

一 二 三
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( 2 n –1 )少或相等，不可能更多。我們要如何在開始繼續移動之前，計算最少步

數出來呢？ 
如同前面「一、判斷開始法」的方式，我們來思考第 1 到第 n 層： 
如右圖，第 n 層要從第一柱移到第二柱，而第 1 至第 

(n – 1) 層都已預先移至第三柱。 
第 n 層移到第二柱為一步，再將第 1 至第 (n – 1) 層都

移至第二柱第 n 層上面，需要( 2 n – 1 –1 )步。所以從輪到第

n 層移動後，到第 1 至第( n – 1 )層都移至第 n 層上面，總共

需要 2 n – 1 步。 
如果在右圖中，第 n 層不動，則我們只需繼續考慮第 

(n – 1) 層。 
請來看看範例 4 的情形，以上述的方法來判斷： 
 

範例 5：如右圖，如果全部要移動到第二柱，則： 
(1)第 5 層要移到第二柱，要先將第 1 到 4 層都移到第三 

柱（這部分的步數由(2)～(5)來計算）。第 5 層移到第二柱需 
一步，接著第 1 到 4 層從第三柱移到第二柱第 5 層的上面， 
需要 2 4 –1 = 15 步。所以，從第 5 層開始移動，到第 5 層以 
上都移到與第 5 層同一柱（結束），共需 2 4 = 16 步。 

(2)為了要讓第 5 層移到第二柱，所以要先將第 1 到 4 層 
都移到第三柱。而第 4 層留在第三柱不動。所以這部分第 4 層沒有增加步數。 

(3)第 3 層要移到第三柱第 4 層的上面，要先將第 1 到 2 層都移到第一柱（這

部分的步數由(4)～(5)來計算）。第 3 層移到第三柱需一步，接著第 1 到 2 層從第

一柱移到第三柱第 3 層的上面，需要 2 2 –1 = 3 步。所以，從第 3 層開始移動，

到第 3 層以上都移到與第 3 層同一柱，共需 2 2 = 4 步。 
(4)為了要讓第 3 層要移到第三柱，所以要先將第 1 到 2 層都移到第一柱。

移動第 2 層需一步，然後第 1 層移到第一柱第 2 層的上面，需要 2 1 –1 = 1 步。

所以，從第 2 層開始移動，到第 2 層以上都移到與第 2 層同一柱，共需 2 1 = 2
步。 

(5)第 1 層要避開第 2 層，所以留在第二柱不動。這裡沒有增加步數。 
我們把上述的想法轉換成計算方式如下： 

 
 
 
 
 
 

 

  1 
  : 

: 
  n–1 
n   
↑ ↑ ↑ 
一 二 三 

 1  
  2 
 3  
  4 
5   
↑ ↑ ↑ 
一 二 三 

 1  第 1 層不動：0 步 0 0 

  2 第 2 層以上移動完成：2 1 = 2 步 1 1 

 3  第 3 層以上移動完成：2 2 = 4 步 1 1 

  4 第 4 層不動：0 步 0 0 

5   第 5 層以上移動完成：2 4 = 16 步 1 1 

↑ ↑ ↑    
一 二 三 總共 16 + 0 + 4 + 2 + 0 = 22 步   
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我們轉換成二進位的方法：從下往上（大層到小層），要動記為 1，不動記

為 0。則上面的例子記為二進位為 (10110) 2 = 22 步。此為最少步數。 
同樣的，如果 
 
 
 
 
 
 
 
 
也許，一開始所有的 n 層並不是都在第一柱上。但是，如果判斷出來每一層

都要動，則需要 (111…1)2 = 2 n –1 次。所以任何情況，全部 n 層的移動不會超過 
(2 n –1) 次。 
 
三、綜合所有規則運用在實際操作上面 

這裡把前面所介紹的方法作統一整理，在實際實物操作上來應用。 
（一）我們來回顧一下前面「一、判斷開始法」所說的： 

(1)若第 ( n + 1 ) 層要移動，則第 n 層要避開。 
(2)若第 ( n + 1 ) 層不移動，則第 n 層要移到第 ( n + 1 ) 層上面。 

所以利用這兩點，可以判斷出第一次的移動，移動完後再用這兩點判斷下一

步的移動。當然，每次都要判斷，是很辛苦的。所以，通常是移動到一半，懷疑

是否有錯誤，想要確認時，或是不知道下一步該如何移動時，再來作判斷即可。 
（二）還記得前面「肆、歸納研究基礎成果」所介紹的「奇數偶數規則」及「12、

13、23 移動規則」嗎？若一開始時，所有層並不是都在同一柱子上，則這兩個

規則無法使用，除非是標準狀態。所謂「標準狀態」，是指目前雖然並不在同一

柱子上，但是各層的數字，符合奇數、偶數規則，也就是奇數層的上面是偶數層，

偶數層的上面是奇數層，如此交錯排列。這種「標準狀態」，就可以使用「奇數

偶數規則」及「12、13、23 移動規則」。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1  1 1 

  2 0 0 

 3  1 1 

  4 1 1 

5   1 1 
↑ ↑ ↑   
一 二 三   
全部要移動到第三柱， 
則需 (11101) 2 = 29 步 

 1  1 1 

  2 1 1 

 3  0 0 

  4 1 1 

5   0 0 

↑ ↑ ↑   
一 二 三   
全部要移回到第一柱， 
則需 (01011) 2 = 11 步 
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如右圖，暫時不管要移動到哪一柱 
子。從第 1 層開始以奇數偶數規則判 
斷，發現第 1 到 4 層均為標準狀態， 
但第 5 層為非標準狀態（因為第 5 層 
上面是第 3 層為奇數），第 5 層以下不 
需考慮，均視為非標準狀態。 

所以在開始移動的時候，在第 5 層 
（非標準狀態）之前的第 1 到 4 層（標 
準狀態），均採用「12、13、23 移動規則」。

到第 5 層時，採用判斷出來的修正移法，使之移動後成為標準狀態。這時第 1 到

5 層都算標準狀態，都可採用「12、13、23 移動規則」。同理到第 6 層修正移動

後，也加入標準狀態。直到最後第 7 層都修正後成為標準狀態時，就可以使用

「12、13、23 移動規則」移動到完成了。如果某層是不動的，而比此層小的層

都已修正成標準狀態，則此層自動成為標準狀態。 
這種方法，可能要記得從哪一層開始為非標準狀態，但是實際上不記得也沒

關係。只要判斷好第一步，後面就可以順著走下去。下面介紹一種想法，隱含著

前述的「標準狀態」及「奇數偶數規則」，會更容易判斷，更能快速來決定移動

法。 
（三）在前面「奇數偶數規則」中有提到：「每兩次就有一次移動第 1 層」，而且

不論一開始是全部都在第一柱，還是分散各柱；也不論是否為標準狀態，只要後

面是經過判斷無錯誤的移動，每兩次就有一次移動第 1 層。而其他層不能放在第

1 層上面，所以只能在除了第 1 層之外的兩柱間移動。如果之前沒有錯誤，那麼

非第 1 層的移動，受到限制選擇，也不會有錯。唯一容易出錯的，就是移動第 1
層！請看下面範例 6： 

 
範例 6：在圖中的狀態，目前輪到把 

第 3 層從第一柱移動到第二柱， 
由左圖變成右圖。請問，接著應 
該把第 1 層移動到第一柱第 5 層 
上面？還是第二柱第 3 層上面呢？ 
 
前面有提到，只要經過「判斷開始法」判斷過後，移動的方法都是正確的。

某一層也許一開始不是標準狀態，但是只要一移動，就是修正成標準狀態。所以

在範例 6 中，移動第 3 層，已把第 3 層修正為標準狀態，所以根據奇數偶數原則

來判斷，第 1 層是不能在第 3 層上面的（但未修正時，即第 3 層非標準狀態時，

則不能以奇數偶數原則來判斷，例如範例 6 中的第 5 層）。所以，應該把第 1 層

移到第一柱第 5 層的上面。 
由前面分析可知，可能會出錯的大部分是在第 1 層。在第 n 層移動過後，接

  1  ? ? 1 
  2    2 
3     3  
  4    4 
5    5   
↑ ↑ ↑  ↑ ↑ ↑

一 二 三  一 二 三

  1 ←(1)標準狀態 
2   ←(2)標準狀態 
 3  ←(3)標準狀態 
  4 ←(4)標準狀態 
 5  ←(5)非標準狀態 
 6  以下均非標準狀態 
7    
↑ ↑ ↑  
一 二 三  
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著必定是移動第 1 層。而第 1 層的移動，由第 n 層來判斷：如果 n 是奇數，則第

1 層移動到非第 n 層的柱子；若 n 是偶數，則第 1 層移動到第 n 層的上面。這樣，

應該很容易判斷吧！就是把移動的第 n 層視為標準狀態（其實就是標準狀態）。

所以判斷第 1 層，只要根據剛剛移動的第 n 層來判斷即可，不需理會標準狀態。 
 

四、倒逆分析：終點在那一柱上？ 
 
在範例 4 得分析中，會發現三種不同的開始，會得到 

三種不同的結果：移到第一柱、移到第二柱、移到第三柱 
。這有點像鬼腳圖。 

在範例 7 中，如果一開始是將第 2 層移動到第一柱， 
則依上述原則沒有浪費步數的話，最後會移到哪一柱上？ 

 
 
 
範例 7：一開始是將第 2 層移動到第一柱。 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

可樂  紅茶  果汁 
 
 
 
 
 
 
小華  小明  小英 
 

鬼腳圖 

 1   
  2 ←(1)第 2 層要移到第一柱，表示第 2 層要避開第 3 層， 
 3  故第 3 層要移到第三柱 
4    
5    
 6   

↑ ↑ ↑  
一 二 三  

 1   
  2  
 3  ←(2)第 3 層要移到第三柱，表示第 3 層要避開第 4 層， 
4   故第 4 層要移到第二柱 
5    
 6   

↑ ↑ ↑  
一 二 三  

 1   
  2  
 3   
4   ←(3)第 4 層要移到第二柱，表示第 4 層要避開第 5 層， 
5   故第 5 層要移到第三柱 
 6   

↑ ↑ ↑  
一 二 三  
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最後所有層都要移到第一柱上。 
 
倒逆分析容易與判斷開始法搞混，所以要釐清觀念：「倒逆分析」為「判斷

開始法」的逆向思考，兩者並不相同。 
 

陸、 結論及心得 

本文介紹了奇數偶數規則、二進位對照步數法、12、13、23 移動規則、判

斷開始法、綜合所有規則運用在實際操作上面、倒逆分析等等規則。這些方法，

都是基於最基本的河內塔。在開始研究時，應該從最基本的著手。有了具體結論

之後，再來進行擴展。最後得到各項結論，能夠相輔相成，對實際操作時有幫助。 
而從「最少步驟」的限制原則，即可在操作中觀察出一些規則，並進而推導

移動模式及計算公式。這些都應該以實物操作，比較容易得到結論。有實物容易

激發想像、尋找共同點，及歸納結果。如果沒有河內塔的道具可以操作，則可以

用其他物品來模擬代替。 
勿因為覺得這項遊戲過於簡單，而忽略了其中的變化及奧妙。只要有心，有

條理地研究，必能得到一番大道理。 
 
 

 1   
  2  
 3   
4    
5   ←(4)第 5 層要移到第三柱，表示第 5 層要避開第 6 層， 
 6  故第 6 層要移到第一柱 

↑ ↑ ↑  
一 二 三  


