
 

§3−3數學歸納法與遞迴數列 
 
(甲)數學歸納法 
(1)歸納法：  
研究一個科學問題時，歸納法是很常用的方法，而歸納法常常從觀察開始。一

個生物學家會觀察鳥類、昆蟲的生活，一個晶體學家會觀察晶體的形狀，當然

一個對數論感興趣的數學家會觀察整數的一些性質。  
從幾個例子說起：  
例子：對於每個自然數 n，13+23+33+…+n3=(1+2+…n)2成立嗎？  
 
 
 
 
 
 
例子：對於每個自然數 n，n2−n+41 都是質數？  
 
 
 
 
 
 
 
例子：任何一個既不是質數也不是質數平方的偶數，是二個奇質數的和嗎？  
 
 
 
 
 
 
從這幾個例子，可知經由觀察歸納得到的結果，只是一種猜想，不一定是對的，

可是觀察歸納是自然科學中一個重要的手段，因為這是許多偉大發明的起步。

另一方面，即使每一個自然數代入檢查都正確，我們也還不能說這個命題對於

所有的自然數都成立，因為我們不可能將自然數逐一檢查。於是，接下來我們

介紹一種方法數學歸納法，可以證明某些性質，對於所有自然數都成立，雖
然我們沒有一個一個去檢查。  
 
(2)數學歸納法：  
根 據 文 獻 記 載 ， 最 早 使 用 數 學 歸 納 法 的 作 品 是 十 六 世 紀 的 數 學 家

F.Maurolico(1494~1575)。在 Arithmeticorum Libri Duo 一書中，他首先用數學歸
納法來證明下面的例子猜測的結果是正確的。  
例子：  
1+3+5+…+(2n−1)=？根據觀察 n=1，n=2，n=3 的結果，我們可能猜測答案是
n2。但由前面的說明可知在沒有妥善的求證之前，不可遽下定論。  
而 F.Maurolico 的方法如下：  
設 Sn表示前 n 個奇數的和，  
則 S1=12，  S2=22，S3=32，….假設 Sk=k2成立，  
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則 Sk+1=1+3+5+…+(2k−1)+(2k+1)=Sk+(2k+1)=k2+2k+1=(k+1)2 
因此，由 S1可推得 S2，再由 S2可推得 S3，仿此過程我們就可以逐次  
推得對任何一個正整數 n 恆有 Sn=n2。上面所引用的程序去證明一個  
推測的結果的方法就稱為數學歸納法。  
 
(3)數學歸納法的形式：  
 
若要用數學歸納法證明「一個與自然數有關的命題 P(n)」是真的，  
有下列的形式：  
 
第一步驟：證明 P(1)是真的。  
 
第二步驟：假設 P(k)是真的，去證明 P(k+1)是真的。  
 
注意：  
(a)有時候不一定從 n=1 開始，如果 P(n)是 n≥m 才會是真的，這時候將第一步  
  驟改為證明 P(m)是真的。  
(b)不管用哪一個數學歸納法的形式，每一個步驟都缺一不可，我們用兩個例子  
  來說明。  
 
例子：  
證明「對於所有非負的整數 n，n=n+1998」的過程：  
假設 n=k 時上述成立，即 k=k+1998。  
當 n=k+1 時，n=k+1=(k+1996)+1=(k+1)+1996=n+1996。  
請問這個證明是否完成了數學歸納法的步驟，問題出在哪裡  
 
 
 
 
例子：  
證明：「對於每一個自然數 n，Fn= 122 +

n

均為質數？」的過程中，  
 當 n=1,2,3,4 時，Fn= 均為質數，但 n=5 時，F122 +

n

5=4294967297=641×6700417
不為質數。  
 
[例題1] 設 n∈N 

(1)利用歸納法求(1+
3
1)(1+

5
4)(1+

7
9)…(1+

2n+1
n2 )=？ 

(2)利用數學歸納法證明(1)的結果。  Ans：(1)n2 
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[例題2] (1)請歸納 13+23+…+n3的結果。 
(2)用數學歸納法證明你的結果。 
 
 
 
 
 
 

[例題3] 試證：不論 n是任何的正整數，10n+3⋅4n+5都可被 9整除。 
 
 
 
 
 
 
 

[例題4] 試證：
1
12 + 

1
22 + 

1
32+…+ 

1
n2≤2−

1
n 
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[例題5] 證明：對於任意大於 3的自然數 n而言，2n≥n2恆成立。 
 
 
 
 
 
 

(練習1) 試證明：任何 n 個人都一樣高。  
(1°)當 n=1 時，命題變為”任何一個人都一樣高”此結論顯然成立。  
(2°)若設 n=k 時，結論成立，即”任何 k 個人都一樣高” 
   則當 n=k+1 時，將 k+1 個人記為 A1、A2、…、Ak+1，由歸納假設， 
   A1、A2、…、Ak都一樣高，而 A2、A2、…、Ak也都一樣高，  
          故 A1、A2、…、Ak+1都一樣高。  
由(1°)(2°)根據數學歸納法原理，任何 n 個人都一樣高。  
這個例子顯然有誤，但問題出在那裡呢？  

(練習2) 試證明：1⋅22+2⋅32+3⋅42+…+n⋅(n+1)2=
1

12n(n+1)(n+2)(3n+5) 

(練習3) 設 n∈N，n≥2 

(1)求(1−
1
4)(1−

1
9)(1−

1
16)…(1−

1
n2)=？  Ans：

n+1
2n   

(2)利用數學歸納法證明(1)的結果。  

(練習4) 根據例題 4 證明：
1
12 + 

1
32 + 

1
52 +…+ 

1
(2n+1)2 ≤

3
2 − 

1
4n。  

(練習5) 當 n 為自然數時，證明：1+2+3+…+(n−1)+n+(n−1)+…+3+2+1=n2。  

(練習6) 試證明：不論 n 是任何的正整數，102n+5⋅12n−6 都可被 22 整除。  

(練習7) 試證對於自然數 n，其中 n>2，試證 5n>2n+3n。  
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(乙)遞迴數列 
 

(1)遞迴數列：  
 
某些與自然數有關的問題，往往隱含固定的規律，  
處理這一類的問題通常分成三個步驟：  
(a)依據題設條件構造一個數列{an}。  
(b)建立相鄰幾項之間的遞迴關係式(亦稱遞迴方程式)。  
(c)解遞迴方程，求出一般項 an。  
以上這種處理問題的方法稱為遞迴方法。  
簡而言之，遞迴方法就是一種構造遞推式的解題法。  
[例題6] 河內塔問題 

相傳在創世紀時代，河內(Hanoi)的一座寺廟中豎立著三根銀棒，有 64個大
小都不同的金盤(金盤正中央有一個小孔)「大盤在下，小盤在上」依序套在
同一根銀棒上。造物主命僧侶把 64個金盤全部移到另外一根銀棒上，並且
規定：每一次只能移動一個金盤，在移動過程中，較大的金盤不可套在較小

的金盤上。當金盤全數搬完，世界末日將降臨，忠誠者得到好報，不忠者受

到懲罰。試問搬完 64個金盤最少需多少次？ 
[解答]： 
(1)構造數列{an}： 
  設 an代表搬完 n個金盤所需的最少次數，列表計算，仔細 觀察、歸納： 

金盤數 n 
… 

次數 an 
           

      (2)建立遞迴關係式：  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[例題7] 兔子問題 

假定養兔場中一開始有一對成年的兔子，一個月後生了一對小兔子，而這對

小兔子經過一個月就長大成大兔子，此後每對大兔子每月生一對小兔子，而

每對小兔子經過一個月就長成大兔子，如果不發生死亡，請問第 n個月，養
兔場中有多少對兔子？ 
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[解答]： 
(1)構造數列{an}：設請問第 n個月，養兔場中有 an對兔子 

          

第 n 個月  
… 

兔子數 an 
 

 
        (2)建立遞迴關係式：  
 
 
 
 
 
 
 
 
[例題8] 設∆ABC是邊長為 1的正三角形。將三邊分別三等份，取中間段為一邊向外

側作一個正三角形，並且將中間這一段擦去，其次將剩下的每一邊再三等

份，取中間段為一邊向外作正三角形，再將中間這一段擦去。依此程序繼續

下去，得到一系列的圖形，這種自我複製的圖形，稱為碎形。試求(a)第 6
次之碎形的周長。(b)第 n次的周長。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[解答]： 
  (1)構造數列{an}：設 an代表第 n個碎形的周長，列表計算， 
    仔細觀察、歸納： 
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第 n個碎形
…

周長 an 
 

          (2)建立遞迴關係式：  
 
 
 
 
 
 

在上述三個例題中，我們發現數列{an}前後項之間，均有一些關係，  
我們稱數列{an}為遞歸數列。  

 
(練習8) 平面上 n 條直線，任兩條都不互相平行，而且任三條都不共點，試問這

n 條直線把平面分割成多少個互不重疊的區域。  

 
(1)構造數列{an}：設 n 條直線將平面分割成 an個互不重疊的區域，  
                列表計算，仔細觀察、歸納：  
 

n 條直線  
…

分隔區域 an 

(2)建立關係式：  
 
 
    Ans：(2)關係式：an+1=an+(n+1) 
(練習9) 給定數列{an}：1,3,6,10,15,21,…，找出 an前後項之間的關係。  

Ans：an+1=an+(n+1) 

(2)求遞迴數列 an的一般式  
(a) an+1=an+f(n) ⇒遞迴相加求 an       an+1=f(n)×an ⇒遞迴相乘求 an 
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(b)an+1=α an+k ⇒ 設計β,使得  an+1−β =α×(an−β ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[例題9] 設 a1=1，且 an+1=an+3n2，求 an=？   Ans：
1
2 (2n3−3n2+n+2) 

[例題10] 設 a1=1，且 an+1=3an+1，求 an=？  Ans： 
1
2(3n−1) 

[例題11] 一數列<an>定義如下：a1=3，an+1=5an+4，n為自然數，試求 an的一般項，

並用數學歸納法加以證明。   Ans：an=4⋅5n−1−1 
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(練習10) (1)有一階差數列 1,5,12,22,35,51,…，  
  設 a1=1，a2=5，a3=12，a4=22，a5=35，a6=51，  
  考慮 a2−a1=4，a3−a2=7，a4−a3=10，a5−a4=13，a6−a5=16，請寫出這  
  個數列的遞迴關係。  
(2)求出此階差數列的第 30 項。  
(3)求出此階差數列的第 n 項。   

Ans：(1)an+1−an=3n+1(2)1335(3)
1
2 (3n2−n) 

(練習11) 例題 6 中的和內塔問題中，根據找出的遞迴式：an+1=2an+1，  
請求出 an的一般項，並用數學歸納法證明。    Ans：2n−1 

(練習12) 給定一個遞迴數列<an>：a1= 2 ，an+1= 2+an ( n 為自然數) 
(1)寫出 a2、a3、a4。  
(2)用數學歸納法證明：an<2 對一切自然數 n 都成立。  

Ans：(1)a2= 22 + ，a3= 222 ++  

綜合練習  
 

(1) 若數列＜ ＞滿足na 1
1
7

a = ， 2
3
7

a = 及 1
7 (1 ) ( 1)
2n n na a a n+ = − ≥ ，則 a101−a100=？ 

 (92指定乙) 

(2) 用單位長的不鏽鋼焊條焊接如下圖系列的四面體鐵架，圖中的小圓圈「°」表
示焊接點，圖 E_1有兩層共 4個焊接點，圖 E_2有三層共 10個焊接點，圖 E_3
有四層共 20個焊接點。試問依此規律，推算圖 E_5有六層共有         個焊
接點。(91指定乙) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(3) 試證：12⋅21+22⋅22+32⋅23+…+n2⋅2n=(n2−2n+3)⋅2n+1−6 

(4) 證明對於所有的自然數 n 
1⋅21

2⋅3  + 
2⋅22

3⋅4  + 
3⋅23

4⋅5  + …+
n⋅2n

(n+1)(n+2) = 
2n+1

n+2 −1。 
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(5) 試化簡
1

1⋅3 + 
1

3⋅5 + 
1

5⋅7 +…+ 
1

(2n−1)(2n+1) 的值， 

並用數學歸納法證明這個結果。Ans：1−
1

2n+1 

(6) 證明：1+
1
2 +

1
3 +

1
4 +……+

1
n ≥

2n
n+1 ，(n為正整數)。 

(7) 證明不等式：
1⋅3⋅5⋅⋅⋅⋅(2n−1)

2⋅4⋅6⋅⋅⋅⋅(2n)  < 
1

2n+1
，對所有的自然數 n都成立。 

(8) (a)k是自然數，而且個位數字是 6，請用一個等式表示 k。 
(b)請用數學歸納法證明對於任意自然數 n，24n+1−6n的個位數字恆為 6。 
 

(9) 對自然數 n，32n+1+2n+2是某一個質數 p的倍數，試求出 p 
並用數學歸納法加以證明。 

(10) 設 a是固定的正數，觀察下列式子： 
(1+a)1=1+a，(1+a)2=1+2a+a2≥1+2a，(1+a)3=1+3a+3a2+a3≥1+3a，… 
試問：對於任意自然數 n，不等式(1+a)n≥1+na是否恆成立？ 
如果不成立，舉一反例；如果成立，請給出證明。 

(11) 有一個數列<an>滿足 a1=1，an+1=an+5(n−1)，試求此數列的第 n項 an。 

(12) 一個邊長為 n的大正方形中，共有 n2個單位正方形，如果每一個單位正方形的

邊都恰有一根火柴棒，而此大正方形共用了 an根火柴。 
(a)利用歸納法求 an+1−an=？ 
(b)用(a)的結果，求 an=？ 
(c)利用數學歸納法去驗證(a)的結果。 

(13) 有一種細胞，每隔一小時死亡 2個，剩下的每個分別分裂成 2個，設最初有 7
個細胞，n小時後細胞有 an個， 
(a)請找出 an與 an+1的關係。(b)an的一般項。 
(c)幾個小時後細胞數目會超過 1000個。 
  

(14) 平面上 n條直線，任兩條都不互相平行，而且任三條都不共點，設這 n條直線
把平面分割成 an個互不重疊的區域。 
(a)請找出 an的遞迴式。 
(b)求 an的一般式。 
(c)請用數學歸納法證明(b)的結果。   

(15) 設 a1=1，an=(1−
1
n2 )an−1，n≥2，求 an=？  

(16) 若 a1=3，5an+1=3an+2，則 an=？ lim a
∞→n

n=？ 

(17) 設有一數列{an}，其中 a1=1，an−1−an=n⋅an⋅an−1 (n≥2)，試求 

(a)a10=？ (b)an之一般式 (c)設 Sn= ，求 S∑
=

n

k
ka

1 ∞→n
lim n=？ 

進階問題  

~3−3−10~ 



 

(18) 求階差數列 1,3,7,15,31,….的第 n項。 
 

(19) 已知對於任意的 n∈N，an>0，且 = ( ，求證：a∑
=

n

j
ja

1

3 2

1
)∑

=

n

j
ja n=n。 

(20) 證明：12−22+32−42+….−(2n)2=−n(2n+1)，n為正整數。 
 

(21) 觀察下列等式

MM

)4321(16941
321941
)21(41

11

+++−=−+−
++=++
+−=−

=

 

(a)設 n為自然數，試求 12−22+32−42+…+(−1)n+1n2的值。 
(b)請用數學歸納法證明(1)的結果。 

(22) 設數列{an}滿足關係：a1=
1
2，a1+a2+…+an=n2an，(n≥1)。試證：數列 an= 

1
n(n+1)。 

(23) (a)平面上經過一個定點的 n個圓最多能將平面分成 an個部分，請問 an+1−an=？ 
(b)請求出 an=？ 
(c)請用數學歸納法證明(b)的結果。 

(24) 設 a1=1，a2=2且對於任意正整數 n均滿足 an+2=an+1+an，證明：an>(
5−1
2 )n。 

(25) 令 F(n)=
1
2n (n+1)(n+2)(n+3)…(n+n)，其中 n為自然數， 

(a)試求出 F(1)、F(2)、F(3)，並推測 F(n)的一般式。 

(b)請問(a)的結果證明
2
3

)(
1

1
<∑

=

n

k kF
。 

(26) 如圖，一單位長正方形，第一次將其平分成 9塊(九格宮形)，然後挖去中間一
塊。第二次再將剩餘各塊各平分成 9塊，分別去掉中間各一塊。… 

設第 n次挖去之正方形面積總和為 an，請問：(a)an=？  (b)∑  

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∞

=1n
na
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(27) 一線段長


A0A1 長度為 1公尺，第一次將


A0A1三等份，並將中間部分往垂直向

上方向作一正方形，第二次則是將各水平方向線段(如線段 A0A2、A2A3正方形

上的邊、A3A1)皆如第一次的作法(如圖所示)，如此依序下去，設前 n次所作的
正方形面積總和為 an 
(a)請用 n來表示 an−an−1。(b)請用 n表示 an，並求出 a

∞→n
lim n=？ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

A0 A1A3A2 

 

A0 A1A3 A2 

A6 A7 

A5 A4 A8 A9

(28) 令 An= ，請利用數學歸納法證明 A43421 L
9

9999.0
個n

n<1，對於任何的自然數 n。請問根

據這個證明的結果是否推論出 9.0 <1，請說明理由。 

綜合練習解答 
(1) 

3
7 

[解法]： 

依據遞迴式 1
7 (1 ) ( 1)
2n n na a a n+ = − ≥ 真正去計算 a3,a4,a5,… 

可得 a3= 
7
2 a2(1−a2)= 

7
2× 

3
7 ×(1−

3
7)= 

6
7 

    a4= 
7
2 a3(1−a3)= 

7
2× 

6
7 ×(1−

6
7)= 

3
7 

    a5= 
7
2 a4(1−a4)= 

7
2× 

3
7 ×(1−

3
7)= 

6
7，… 

由上述操作可發現規律為：k為奇數時，ak= 
6
7；k為偶數時，ak= 

3
7，(k>1) 

⇒ a101−a100= 
6
7 − 

3
7 = 

3
7 

(2) 56 
[解法]： 
設圖 E_k中共有 ak個焊接點， 
則 a1=1+(1+2)，a2=1+(1+2)+(1+2+3)，a3=1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)，… 
依此規律可知 a5=1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)+(1+2+3+4+5)+(1+2+3+4+5+6) 
              =1+3+6+10+15+21=56 

(3) 略 

(4) 略 
~3−3−12~ 



 

(5) 略 

(6) 略 

(7) 略 

(8) (a)k=10m+6 (m是非負整數) (b)設 n=k時，24k+1−6k=10m+6，去證明當 n=k+1時，
24k+5−6k+1=10m/+6。 

(9) p=7 

(10) 略 

(11) 
1
2(5n2+5n−8) 

(12) (a)4n+4 (b)2n2+2n 

(13) (a)an+1=3(an−2)(b)3⋅2n+4 (c)9小時 

(14) (a)an−an−1=n  (b)an=
n2+n+2

2  

(15) 
n+1
2n   

(16) an=1+2(
3
5)n−1  a

∞→n
lim n=1 

(17) (a)
2

10×11 (b)
2

n(n+1) (c)2   

[提示：遞迴式可化成
1
an

 − 
1

an−1
 =n，利用累加的方法，可得

1
an

 =
1
a1

 +2+3+…+n] 

(18) 2n−1 

(19) 略 

(20) [提示：當 n變成 n+1時，12−22+32−42+….−(2n)2會變成

12−22+32−42+….−(2n)2+(2n+1)2−(2n+2)2] 

(21) (a)(−1)n+1(1+2…+n)=(−1)n+1⋅
n(n+1)

2  

(22) 略 

(23) (a)n+1(b)1+
n(n+1)

2  

(24) 設 n=k−1，k時 ak>(
5−1
2 )k且 ak−1>(

5−1
2 )k−1，再利用 ak+1=ak+ak−1， 

~3−3−13~ 



 

~3−3−14~ 

去證明 ak+1>(
5−1
2 )k+1。 

(25) (a)F(n)=1⋅3⋅5⋅⋅⋅⋅(2n−1)  

(b) ∑
=

n

k kF1 )(
1 =∑ <

= −⋅⋅⋅⋅⋅

n

k k1 )12(531
1 ∑

= ⋅⋅⋅⋅⋅

n

k 1 3331
1 =∑

=
−

n

k
k

1
13

1 <∑
∞

=
−

1
13

1
k

k =

3
11

1

−
=

3
2。 

(26) (a)an=
1
9(

8
9)n−1  (b)1 

[解法]： 
(a)如圖， 

第一次挖去正方形的
1
9 ⇒a1=

1
9。 

第二次挖去剩下的
1
9 ⇒a2=

1
9×(1−a1)=

1
9×

8
9。 

第三次挖去剩下的
1
9⇒a3=

1
9×(1−a1−a2)=

1
9 × (

8
9)2 

….. 

第 n次挖去剩下的
1
9⇒an=

1
9(

8
9)n−1 

(b) =∑
∞

=1n
na

9
81
9

1

−
=1 

(27) (a)3−(n+1)  (b)an= 6
1  [1−(1/3)n]  ， a

∞→n
lim n=1/6 

[解法]： 

(a)   a1=(
1
3)2=3−2  a2−a1=3×(

1
3)4=3−3  a3−a2=9×(

1
3)6=3−4… an−an−1=3n−1×(

1
3)2n=3−(n+1) 

(b)因為 a2−a1=3−3       a3−a2=3−4       a4−a3=3−5 
        ……      an−an−1=3−(n+1) 
  累加以上各式可得 an−a1=3−3+3−4+……+3−(n+1) 
               ⇒an=3−2+3−3+3−4+……+3−(n+1) 

               ⇒an= 
1
6[1−(

1
3)n]  所以

6
1lim =

∞→ nn
a  

(28) 利用數學歸納法證明應該很容易，但是證明了 An<1這個結果，只是表示對於任

意的自然數0 <1，這個結果是對的，但是43421 L
9

9999.
個n

9.0 = A
∞→n

lim n，An<1， A
∞→n

lim n不一

定會小於 1可能會相等。反例 an=1−
1
n<1，但是 a

∞→n
lim n=1，因此這樣的推論不正確。 
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