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摘要 

在這篇論文裡，我們整理了有限差分在光學系統模擬上的一系列應

用，包含了有限差分法、有限差分光束傳播法，還有時域分析中的時域

有限差分法與時域有限差分光束傳播法，它們都可以應用到次波長的結

構模擬上。除了專書之外，我們還研讀了許多相關論文，而將它們的發

展歷史、理論推導…等等作有系統的整理，而且也完成了大部分的程式，

並且也去驗證了論文上的結果。最後並實際地運用在一些典型的波導結

構的計算上。 
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Abstract 

In this thesis, we focus on simulation and analysis of optical 

system with subwavelength scale using finite difference scheme 

which include finite difference method (FDM), finite difference 

beam propagation method (FD-BPM), finite difference time domain 

method (FDTDM), and time-domain beam propagation method (TD-BPM). 

We review many related papers and study carefully how the wave 

equation and finite difference form is derived. We also implemented 

most of them base on Matlab. Finally, we use these programs to 

simulate some waveguide structures and validate out code by 

checking the result with published data. 
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第一章 緒論 

 

1.1  研究動機 

光電產業是一個快速發展而且競爭激烈的領域，而商業上的成功則

依賴於產品本身效能的提高與發展時間的縮短，而電腦模擬正好可以同

時滿足這兩項需求，妥善地使用模擬工具可以大大地減少嘗試錯誤的時

間，所以光學系統設計軟體是目前也是將來光電界不可或缺的工具之一。 

然而傳統的光學系統設計軟體(像 OSLO, Code V, ASAP)都是建立在

幾何光學與純量波方程式的基礎上，因此不適用於波長或次波長尺度的

結構上。對於這種尺度的結構而言，光的波動特性是非常明顯的，也就

是說我們要從馬克斯威爾方程式下手。也因此已經有許多人投入在這方

面的研究上，而有限差分便是這些研究的卓越成果之一，也是本篇論文

的主題。 

有限差分的概念由於想法簡單、理論推導也不複雜，還有穩定性與

精確度都有不錯的評價，並且程式化容易，所以很快的就變成主流工具

之一了。目前在光學系統設計中已有許多重要的應用了，像是被運用在

波導模態計算的 FDM、處理軸向有結構變化的 FD-BPM，還有屬於時域分

析的 FDTDM 與 TD-BPM，這些將會在之後的章節中依序地介紹。 
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1.2  次波長光學系統設計的應用 

目前光學系統設計在波長與次波長尺度的應用大部分都在積體光學

系統上，因此我們稍微簡介一下這方面的背景。由於現在已經有許多專

書在討論積體光學[1-1],[1-2]，所以我們的重點並不是在建立這方面的

知識，而在於讓讀者對模擬的目的有個概括性的瞭解。 

在積體光學中，最基本的就是能夠導引光波行進路徑的波導結構，

如圖 1.1 所示。而在設計上，我們想要知道其中特徵模態的數目、有效

折射率、場形分佈，還有它們與結構參數之間的關係，這也就是第三章

有限差分法的目標。有了這些基本資料以後，我們更進一步的想知道一

個任意的入射光在其中傳播情形，這將會是第四章光束傳播法的主題。

然而，上述的方法都是在單一頻率的假設下才成立，也就是說屬於穩定

態(steady state)的結果。所以為了突破這個限制，我們也將屬於時域

分析的 FDTDM 與 TD-BPM 納入我們的研究範圍內，它們可以讓我們作更多

的事情，像是暫態分析、反射現象、非線性效應…等等的研究。 

 

1.3  程式發展平台與工具 

為了讓大家分享我們的成果，所以我們的程式是架構在 PC 平台上。

為了記憶體管理效率與系統穩定的考量下(與視窗 98 比較之下)，我們採

用了視窗 2000 來做為我們的作業系統。 
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圖 1.1 典型的波導結構(引用[1-1]) 
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另外，為了縮短程式發展時間，我們選了一套工程計算軟體--Matlab

來幫助我們處理一些圖形介面與複雜的數學問題，像是求矩陣的本徵

值，而使我們專心處理核心問題。Matlab 是一套語法簡單但功能強大的

工程用計算軟體，它可以快速地處理龐大的矩陣運算，再加上豐富的各

種函式庫與優異的圖形處理介面，所以目前被廣泛地運用在學術與工業

界上，由於我們可以在一些書上找到更詳盡的介紹[1-3],[1-4]，所以就

不多介紹了。 

然而由於 Matlab 是屬於直譯式的編譯器，在處理迴圈上效率欠佳，

因此要盡量避免使用到迴圈的形式而改用向量化的寫法，這需要一些時

間去熟悉。對於一些無法避免使用迴圈的情形，Matlab 提供的應用程式

介面(application program interface, API)可以幫助我們提昇效率，

它可以使我們從 Matlab 內部呼叫 C語言寫的函示，或著是從外部獨立的

C 語言程式呼叫 Matlab 的內建函數庫而把 Matlab 當成是一個計算引擎

(computing engine)。 

 

1.4  論文結構 

本論文主要是介紹次波長光學系統之分析與模擬，其中我們主要是

採用有限差分法，共分成六章。第一章首先說明了我們的研究動機，並

簡單地回顧了有限差分在光學系統上的發展與應用情形。第二章先討論
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解析法，並算出一些精確的值，以作為之後驗證數值方法的工具。第三

章則介紹了最基本的 FDM，它通常被用來計算波導的特徵模態的有效折射

率 與場形分佈，並且藉此瞭解有限差分的原理與特性。第四章介紹了

目前運用最廣的 FDTDM，我們詳細地推導了各種波方程式與其有限差分式

的各項係數。第五章稍微介紹了 FDTDM 與 TD-BPM，以作為將來工作的基

礎。第六章則是我們的總結。 

effn

 

參考文獻 

[1-1] R. März, Integrated Optics, ARTECH HOUSE, Boston, 1995. 
[1-2] R.G. Hunsperger, Integrated optics: theory and technology, 

Spriger-Verlag, New York, 1992. 

[1-3] 張智星，MATLAB 程式設計與應用，清蔚科技，2000。 

[1-4] 蒙以正，MATLAB5 專業的設計技巧，碁峰資訊，1998。 
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第二章 解析法 

 

在正式發展數值方法之前，我們要先討論一下解析法，以便作為將

來驗證數值方法之準確性的工具。然而到目前為止，在文獻上能夠不用

近似法便能夠完全解析的例子實在不多，我們分別找到了一維結構中的

三層平板結構波導(three layer slab optical waveguide)[2-1]與二維

結構中的光纖[2-1],[2-2]來作為範例，並實際算了幾個例子。 

在本章的最後，我們將介紹有效折射率法[2-3]，雖然它是屬於近似

解，其正確性只有在某些條件下才成立，但是如果小心使用的話，我們

還是可以相當快速的找出特徵模態的有效折射率(effective index of 

refraction,effn )，所以至今仍有其參考的價值，是一項很好的初步分析

工具。 

2.1 三層平板結構 

 

圖 2.1 三層平板結構的立體示意圖 
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在這個小節中，我們將要去解三層平板結構，如圖2.1所示。為了

分析方便我們採用圖2.2的表示法，其中 1n， 2n ， 3n 分別代表三個區域的

折射率，而W為其核心區的寬度，另外座標軸也如圖2.2所示。在 31 nn =

的情況下，我們稱之為對稱平板結構(symmetry slab)；反之， 31 nn ≠ 就

叫做非對稱平板結構(asymmetry slab)。 

由於在這種結構中，只有x軸上的結構有變化，所以我們稱之為一維

結構。也因此我們可以令 0=∂∂ y 。最後一點要聲明的是，在 ( )312 ,max nnn >

的條件下，我們才會得到傳導模態。 

 

圖 2.2 三層平板結構平面示意圖 

由附錄 A的(A.15)式與(A.16)兩式，我們可以知道電場與磁場會滿足這

樣的關係 

HE rj µωµ0−=×∇            (2.1.1) 



 2-3 

EH rj εεω 0=×∇            (2.1.2) 

它們的分量形式可以寫成 

xr
yz Hj

z

E

y
E

µωµ0−=
∂

∂
−

∂
∂           (2.1.3) 

yr
zx Hj

x
E

z
E

µωµ 0−=
∂

∂
−

∂
∂           (2.1.4) 

zr
xy Hj

y
E

x

E
µωµ 0−=

∂
∂

−
∂

∂
          (2.1.5) 

xr
yz Ej

z

H

y
H

εωε0=
∂

∂
−

∂
∂           (2.1.6) 

yr
zx Ej

x
H

z
H

εωε 0=
∂

∂
−

∂
∂           (2.1.7) 

zr
xy Ej

y
H

x

H
εωε0=

∂
∂

−
∂

∂
           (2.1.8) 

但是由於我們現在所處理的結構在 y方向上是均勻分佈的，所以

0=∂∂ y 。所以(2.1.3-8)可以改寫成 

xr
y Hj

z

E
µωµ0−=

∂

∂
−           (2.1.9) 

yr
zx Hj

x
E

z
E

µωµ 0−=
∂

∂
−

∂
∂             (2.1.10) 

zr
y Hj

x

E
µωµ 0−=

∂

∂
            (2.1.11) 

xr
y Ej

z

H
εωε 0=

∂

∂
−              (2.1.12) 

yr
zx Ej

x
H

z
H

εωε 0=
∂

∂
−

∂
∂              (2.1.13) 

zr
y Ej

x

H
εωε 0=

∂

∂
             (2.1.14) 

按照傳統的作法，我們將會分為兩組線性獨立的解來討論，它們分

別是 TE模與 TM模。以下我們就分別討論之。 
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2.1.1  TE模的分析 

對 TE模而言，我們會令 

0=zE                 (2.1.15) 

帶入(2.1.14)式後，得到 0=∂∂ xH y ，所以推得 yH 是一個常數，因此我們

可以令 

0=yH                 (2.1.16) 

將(2.1.15)式與(2.1.16)式帶入(2.1.10)式之後，我們可以得到

0=∂∂ zEx ，同樣地，我們可以令 

0=xE                 (2.1.17) 

將(2.1.15-17)式的結果帶入(2.1.9-14)式之後，我們可以得到 

xr
y Hj

z

E
0µωµ−=

∂

∂
−             (2.1.18) 

zr
y Hj

x

E
0µωµ−=

∂

∂
            (2.1.19) 

yr
zx Ej

x
H

z
H

εωε 0=
∂

∂
−

∂
∂              (2.1.20) 

如果我們令 yE 為獨立變數的話，則 xH 與 yH 可以表示成 

z

E

j
H y

r
x ∂

∂
=

0

1
µωµ
             (2.1.21) 

x

E

j
H y

r
z ∂

∂
−=

0

1
µωµ
             (2.1.22) 

最後將(2.1.20)式與(2.1.21)式帶入(2.1.19)式之後，我們可以得到 TE

模的波方程式 
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02
02

2

2

2

=++ yrr
yy Ek

dx

Ed

dz

Ed
εµ  

如果我們令 ( ) ( ) ( )zjxEzxE neffyy β−= exp, ，則我們可以得到 

   ( ) 022
02

2

=−+ yeffrr
y Enk

dx

Ed
εµ            (2.1.23) 

其中 000 µεω=k ，而 effneff nk0=β 。根據(2.1.23)式我們可以寫下 

( ) ( ) ][exp 2
1

2
0111 第一區其中 nnkxCxE effy −== γγ     (2.1.24) 

( ) ][cos 22
10222 第二區其中 effnnkxC −=+= γαγ     (2.1.25) 

( )( ) ][exp 2
3

2
01333 第三區其中 nnkWxC eff −=−−= γγ     (2.1.26) 

其中我們可以發現共有四個變數 1C 、 2C 、 3C 與 effn ，所以需要四個等式。

所以我們利用 yE 與 zH 在 0=x 與 Wx = 的邊界條件來製造出四個等式。由

(2.1.11)式可得 

x

E

j
H y

r
z ∂

∂−
=

µωµ0

1              (2.1.27) 

將(2.1.24-26)式的結果帶入上式之後，我們可以得到 

( ) ( ) [ ]第一區xC
j

xH
r

z 11
0

1 exp γ
µωµ

γ
−=        (2.1.28) 

( ) [ ]第二區αγ
µωµ

γ
+= xC

j r
22

0

2 sin        (2.1.29) 

( )( ) [ ]第三區WxC
j r

−−= 33
0

3 exp γ
µωµ

γ        (2.1.30) 

最後利用下列的四個邊界條件 

( ) ( )00 21 yy EE =               (2.1.31) 

( ) ( )00 21 zz HH =                (2.1.32) 

( ) ( )WEWE yy 32 =               (2.1.33) 
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( ) ( )WHWH zz 32 =               (2.1.34) 

最後我們可以得到這樣的關係： 

αcos21 CC =            (2.1.35) 

α
µ
γ

µ
γ

sin2
2

2
1

1

1 CC
rr

=−           (2.1.36) 

( ) 322 cos CWC =+αγ             (2.1.37) 

( ) 3
3

3
22

2

2 sin CWC
rr µ

γ
αγ

µ
γ

=+            (2.1.38) 

將(2.1.36)除以(2.1.35)式以後，我們可以得到 

...2,1,0tan 11
2

1

1

21 =+







−= − qq

r

r 其中π
γ
γ

µ
µ

α         (2.1.39) 

另外，將(2.1.38)除以(2.1.37)式以後，我們也可以得到 

...2,1,0tan 22
2

3

3

21
2 =+−








= − qqW

r

r 其中πα
γ
γ

µ
µ

γ        (2.1.40) 

將(2.1.39)帶入(2.1.40)式之後，我們可以得到 

...2,1,0tantan 21
2

1

1

21

2

3

3

21
2 =+=+








+








= −− qqqqW

r

r

r

r 其中π
γ
γ

µ
µ

γ
γ

µ
µ

γ (2.1.41) 

再利用數學公式 









−=






 −−

y
x

x
y 11 tan

2
tan

π              (2.1.42) 

我們可以將(2.1.41)式改寫成 

( ) ...2,1,01tantan
1

2

2

11

3

2

1

31
2 =++








−








−= −− qqW

r

r

r

r 其中π
γ
γ

µ
µ

γ
γ

µ
µ

γ     (2.1.43) 
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2.1.2  TM模的分析 

對 TM模而言，我們會令 

0=zH                (2.1.44) 

利用(2.1.11)與(2.1.13)式，我們可以得到 

0== yx EH                (2.1.45) 

將上兩式的結果帶入(2.1.9)-(2.1.14)式後，我們可以得到 yH 的波方程

式 

( ) 022
02

2

=−+ yeffrr
y Hnk

dx

Hd
µε            (2.1.46) 

根據(2.1.46)式我們可以寫下 

( ) ( ) ][exp 2
1

2
0111 第一區其中 nnkxCxH effy −== γγ     (2.1.47) 

( ) ][cos 22
10222 第二區其中 effnnkxC −=+= γαγ     (2.1.48) 

( )( ) ][exp 2
3

2
01333 第三區其中 nnkWxC eff −=−−= γγ     (2.1.49) 

其中我們可以發現共有四個變數 1C 、 2C 、 3C 與 effn ，所以需要四個等式。

從(2.1.14)式，我們可得 

x

H

j
E y

r
z ∂

∂
=

εωε 0

1              (2.1.50) 

將(2.1.47-49)式的結果帶入上式之後，我們可以得到 

( ) ( )xC
j

xE
r

z 11
0

1 exp γ
εωε

γ
=             (2.1.51) 

( )αγ
εωε

γ
+−= xC

j r
22

0

2 sin           (2.1.52) 
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( )( )WxC
j r

−−= 33
0

3 exp γ
εωε

γ           (2.1.53) 

再利用在 zE 與 yH 在 0=x 與 Wx = 連續的條件，我們可得到 

αcos21 CC =            (2.1.54) 

α
ε
γ

ε
γ

sin2
2

2
1

1

1 CC
rr

=−           (2.1.55) 

( ) 322 cos CWC =+ αγ             (2.1.56) 

( ) 3
3

3
22

2

2 sin CWC
rr ε

γ
αγ

ε
γ

−=+−            (2.1.57) 

將(2.1.55)式除以(2.1.54)式之後，我們可以得到 

...2,1,0tan 11
2

1

1

21 =+







−= − qq

r

r 其中π
γ
γ

ε
ε

α         (2.1.58) 

同樣地，將(2.1.57)式除以(2.1.56)式之後，我們可以得到 

...2,1,0tan 22
2

3

3

21
2 =+−








= − qqW

r

r 其中πα
γ
γ

ε
ε

γ        (2.1.59) 

將(2.1.58)式帶入(2.1.59)式，我們可得到 

...2,1,0tantan 21
2

1

1

21

2

3

3

21
2 =+=+








+








= −− qqqqW

r

r

r

r 其中π
γ
γ

ε
ε

γ
γ

ε
ε

γ  (2.1.60) 

最後，利用(2.1.42)式的數學公式，我們可以將(2.1.60)式改寫成 

( ) ...2,1,01tantan
1

2

2

11

3

2

2

31
2 =++








−








−= −− qqW

r

r

r

r 其中π
γ
γ

ε
ε

γ
γ

ε
ε

γ        (2.1.61) 

 

2.1.3  例子 

為了與數值方法作交互驗證，我們也實際地去寫了一個程式來精確



 2-9 

地計算出特徵模態的 effn ，我們就稍微討論一下作法。利用(2.1.43)與

(2.1.61)式，我們可以得到判別式 

( ) ( )π
γ
γ

µ
µ

γ
γ

µ
µ

γ 1tantan
1

2

2

11

3

2

1

31
2 ++








+








+= −− qWnf

r

r

r

r
TE    (2.1.62) 

( ) ( )π
γ
γ

ε
ε

γ
γ

ε
ε

γ 1tantan
1

2

2

11

3

2

2

31
2 ++








+








+= −− qWnf

r

r

r

r
TM    (2.1.63) 

其中n為變數。而這兩個函數的根就是我們要的 effn ，我們可以用很簡單

的二分法來逼近 effn 到小數點下任何一位數字。 

得到了 effn 以後，我們就可以算出其它所有的資料了，包括推出各個

電磁場分量的分佈函數了。最後我們將在文獻上常被使用的結構與其參

數來當作我們的例子，算出其基本模態的 effn ，並將結果列於表 2.1 

 

結構 W coren  cladn  λ effnTE  effnTM  

A[2-4] mµ2  3.3704 3.2874 mµ55.1  3.35798693676468 3.35770896615869 

B[2-4] mµ2  088.11 044.11  mµ55.1  3.32578847351789 3.32578032833332 

C[2-5] mµ2  1.5 1.4 mµ3.1  1.47842453415186 1.47601675040746 

表 2.1 各種參數下基本模態的 effn 值 

上表中底線代表與文獻吻合的數字，但是我們在文獻上很難找到這

們多的有效位數的 effn 值，所以只能作部分的比對。我們可以發現結構B

的結果與論文完全吻合(論文只有給 TE模的 effn 值)。 
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2.2 梯狀分佈光纖 

在這個小節裡，我們將實際地去導出光纖的各階傳導模態的場形分

佈與 effn ，而我們要算的光纖其折射率分佈如圖2.2所示，分別為核心層

的 1n 與覆層的 2n ，是屬於梯狀分佈光纖(step-index fiber)。 

雖然完全的解析這個問題需要使用到混合模態分析法(hybrid mode 

analysis)[2-6]，然而過程有點繁瑣，所以通常使用弱導引近似法

(weakly guiding approximation, WGA)來分析[2-7]，也就是忽略掉相

對折射率的微分項，但先決條件是核心層與覆層的折射率差值要夠小，

通常要小於1％才會得到準確的結果，而這對單模光纖而言是成立的。通

常我們把使用 WGA所得到的特徵模態就稱為線偏極化模(linear 

polarized modes)[2-1]。 

 

圖 2.3 梯狀分佈光纖 
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在做 WGA的假設之後，我們可以得到附錄A的(A.36)式的荷姆赫茲

方程式 

022 =+∇ ?? k             (2.2.1) 

其中 HE? or= 。由於我們要算的是特徵模態，所以可以令 

zjerzr βθθ ),(),,( ?? =            (2.2.2) 

其中 effnk0=β 。在帶入(2.2.1)式並取縱軸上的分量 t? 後，我們可以得到 

( ) 0222
0

2 =−+∇ tneffrt nnk ??           (2.2.3) 

其中 yorxt = 。在極座標下，拉普拉斯可以寫成： 

2

2

2

2

22

2

2

2
22 11

zrrrrz ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+∇=∇ ⊥ θ
      (2.2.4) 

利用變數分離法，我們設可以設 

( ) ( ) ( )θθ Θ= rRrt ,?            (2.2.5) 

將上式帶入(2.2.1)式並整理之後，我們可以得到兩個獨立的方程式 

( ) ( ) ( ) 0
1

2

2
22

02

2

=







−−++ rR

r
l

nk
dr

rdR
rdr

rRd
effrε       (2.2.6) 

( ) ( ) 02
2

2

=Θ+
Θ

θ
θ

θ
l

d
d            (2.2.7) 

(2.2.7)式的解很容易可以看出為 

( ) ( )φθθ +=Θ lsin             (2.2.8) 

其中 l為任意整數，而φ則為相位常數。為了計算方便，我們再使用下列

的變數變換 
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( )22
0

2~
effr nku −= ε             (2.2.9) 

ru~=ξ                 (2.2.10) 

(2.2.6)式將可以被改寫成 

( ) ( ) ( ) 01
1

2

2
2
02

2

=







−++ rR

l
k

d
rdR

d
rRd

ξξξξ
         (2.2.11) 

(2.2.11)式的解就是標準的 l階的 Bessel函數，我們可以寫成 

( )










≥





+








≤





+








=
arfor

a
wr

DI
a

wr
CK

arfor
a
ur

BN
a
ur

AJ
rR

ll

ll

         (2.2.12) 

其中 ( )aurJ l 與 ( )aurN l 分別代表的是 l階的 Bessel函數的第一型與第二

型，而 ( )aurK l 與 ( )aurI l 則分別代表的是 l階的修改後的Bessel函數的第

一型與第二型。其中我們使用了 

( )2
1

22
0

2
effr naku −= ε              (2.2.13) 

( )2
222

0
2

reffnakw ε−=              (2.2.14) 

而它們可以滿足這樣的關係 

( )21
22

0
222

rrakvwu εε −==+            (2.2.15) 

由於函數 ( )aurN l 在 0=x 的地方會發散，而函數 ( )awrI l 在 ∞=x 的地方會發

散，所以係數 B與 D必須為零。所以(2.2.12)式必須變成 

( )










≥







≤







=
arfor

a
wa

CK

arfor
a
ua

AJ
rR

l

l

           (2.2.16) 
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利用 ( )rR 必須滿足在 ar = 上的邊界條件，我們可以得到 

( ) )0(0 +=− aRaR              (2.2.17) 

與 

( ) ( )
00 +−

=
aa dr

rdR
dr

rdR              (2.2.18) 

將(2.2.16)式帶入上兩式並將結果整理合併之後，我們可以得到 

( ) ( )
( ) ( ) 0=
















′−′

−
C
A

wKwuJu
wKuJ

ll

ll            (2.2.19) 

而這個聯立方程式要有解的先決條件就是 

( ) ( )
( ) ( ) 0=

′−′
−

wKwuJu
wKuJ

ll

ll              (2.2.20) 

將(2.2.20)式展開並整理之後，我們可以得到 

( )
( )

( )
( ) 0=
′

=
′

uJ
uJu

wK
wKw

l

l

l

l              (2.2.21) 

其中符號右上角的一撇是代表對r的一階微分。這就是著名的特徵方程式

了。之後我們就可以依據(2.2.15)與(2.2.21)式來求出有效折射率 effn 。 

 

2.3 有效折射率法 

在這小節裡我們將介紹了有效折射率法(effective index method, 

EIM)[2-1],[2-3]，雖然它是屬於近似法，但是如果小心使用的話，誤差

是可以相當小的。EIM的主要特色是將二維結構轉換稱許多的一維結構來

處理，如圖2.4所示，我們可以將先分為許多的縱向的一維結構，然後
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分別求出各個區域的 effn ，再將所得到的 effn 投影的橫向的軸上，構成一個

虛擬的一維結構，而其有效折射率及即是所求。 

另外，它也可以先將虛擬結構找到，再配合二維的BPM，就可以很快

速的分析複雜的三維結構了。 

 

圖 2.4 有效折射率法示意圖 

接下來我們就來討論它的理論基礎，由於EIM並不能適用於所有的

二維結構，所以我們就採用如圖2.5a的結構來說明。由荷姆赫茲方程式，

我們可以得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,,
,, 222

02

2

2

2

=−+
∂

∂
+

∂
∂

yxnyxnk
y

yx
x

yx
effr φ

φφ      (2.3.1) 

其中 effn 是我們想要求得的有效折射率。利用變數分離法我們可以寫下 

( ) ( ) ( )ygxfyx =,φ             (2.3.2) 

將上式帶入(2.3.1)式並整理之後，可得 
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( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) 0,,

11 222
02

2

2

2

=−++ yxnyxnk
dy

yfd
ygdx

xfd
xf effr φ    (2.3.3) 

接下來，我們令上式中的第二與三項的和為 ( )xN 2  

( )
( ) ( ) ( )xNkyxnk

dy
yfd

yg r
22

0
22

02

2

,
1

=+         (2.3.4) 

所以(2.3.1)式就變成 

( )
( ) ( )xNknk

dx
xfd

xf eff
22

0
22

02

21
−=−         (2.3.5) 

也就是說，我們只要依序地解兩個方程式 

( )
( ) ( )( ) 0

1 222
02

2

=−+ xNnk
dy

yfd
yg r         (2.3.6) 

( )
( ) ( )( ) 0

1 222
02

2

=−+ effnxNk
dx

xfd
xf

        (2.3.7) 

就可以得到 effn 了。歸納上述的推導我們可以分成四個步驟 

(a) 將要解的二維結構分解為數個一維結構，如圖 2.5b所示。 

(b) 利用多層平板結構的方法算出各區的有效折射率。 

(c) 將(b)所求出的各區有效折射率投影到 x軸，構成一個虛擬的多層板

結構，如圖 2.5c所示。  

(d) 算出(c)中所得到的虛擬結構的 effn ，這就是我們的所求。 
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圖 2.5a Rib波導結構 

 

圖 2.5b 三個獨立的一維結構 

 

圖 2.5c 虛擬的一維結構 
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第三章 有限差分法 

 

在積體光學元件的設計與模擬中，如何找出基本模態的傳播常數與

場形分佈是一件相當重要的工作，也因此在經過二十多年的發展後，我

們仍然可以發現不斷有新的方法地被提出來。 

在幾篇回顧的文獻中[3-1]-[3-4]我們可以找到許多不同處理這個

問題的方法，而在這些文獻中有限差法是最常被提到的方法之一，而且

為了可以延伸到光束傳播法，所以我們採用了有限差分法來計算積體光

學元件的基本模態與場形分佈。 

 

3.1  FDM 的歷史回顧 

早在 1985 年[3-5]，就有人運用有限差分法來計算積體光學元件的基

本模態，然而當時所能處理的是純量波方程式。不久之後 Stern 便發表

了基於半向量波方程式的有限差分法[3-6],[3-7]，它已經可以將偏極的

特性考慮進去。而基於全向量波方程式的有限差分法一直到 1994 年才由

Xu 等人提出[3-8]。它可以完全解決分析二維截面光波導管的問題，所以

目前被廣泛地運用在各種電腦輔助設計軟體上。 

 

3.2  FD 的概念 
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首先我們來解釋有限差分法的概念，假設有一個一維函數 )，如圖

3.1 所示，其在 、0、 的函數值分別為 、 、 ，利用泰勒展開

式我們可以得到這樣的關係： 

(xf

hx −= h 1 3 2f f f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
1

)3(
1

)2(
1

)1(
111 0

!3
10

!2
10

!1
10 hOfhfhfhfhff +−+−=−=     (3.2.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
2

)3(
2

)2(
2

)1(
222 0

!3
10

!2
10

!1
10 hOfhfhfhfhff +−+−==     (3.2.2) 

其中 是( ) ( )xf n ( )xf 的 階微分。將兩式相減並整理之後我們可以得到 n

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3)2(2
1

2
2

)1(
2112 0

2
10 hOfhhfhhff +−++=−           (3.2.3) 

 

圖 3.1 函數 ( )xf 示意圖 

移項整理之後我們可以將函數 ( )xf 的一階微分寫成： 

( ) ( ) ( ) ( )2)2(
12

21

12)1( 0
2
10 hOfhh

hh
fff +−+

+
−

=      (3.2.4) 

通常我們會將函數 的一階微分的差分式寫成 ( )xf

( )
21

12)1( 0
hh
fff

+
−

=        (3.2.5) 

而其誤差項在 的時候為21 hh = ( )2hO ；但是當 21 hh ≠ 時，誤差就擴大成

。利用同樣的方法，經過簡單的加減消去法以後，我們可以得到二( )hO
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階微分的差分式如下： 

( ) ( )
( )21

2132112

21

)2( 20
hh

fhfhhfh
hh

f
+

++−
=         (3.2.6) 

同樣地，當 時它的誤差也是為21 hh = ( )2hO ；但是當 21 hh ≠ 時，誤差就變

成O 。 ( )h

因此有限差分法的誤差基本上就是為 ( )2hO ，所以在記憶體允許的情

形下我們要選擇等間格分割(equidistant discretization)，這樣一來

誤差會較小。即使是要用非等間格分割(nonequidistant discretization)

也要注意讓間隔大小的變化不能太大，以免增加誤差。 

 

3.3  FDM 的波方程式推導 

這一個小節我們將會得到可以程式化的波方程式，按其簡化程度可

以分作三種情況來討論。 

3.3.1  向量波方程式 

由附錄 A 的(A.33)式，我們知道電場 E 的波方程式為 

022 =+







⋅

∇
∇+∇ EEE k

r

r

ε
ε

       (3.3.1) 

(3.3.1)式的縱軸分量可以寫成 

01 22 =+







⋅

∂
∂

+⋅
∇

∇+∇ tz
r

r
t

r

rt
tt kE

z
EEE ε

εε
ε

       (3.3.2) 

由於波導在 z 軸上是均勻分佈的，所以相對電介質係數對 z 軸的微分為
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零： 

0=
∂
∂
z
rε        (3.3.3) 

將上式帶回(3.3.2)式中，並作一些整理後我們可以得到 

tt
yyyx

xyxx
tt

r

rt
ttt PP

PP
k

z
EPEEEEE =








=+








⋅

∇
∇+∇=

∂
∂

− ⊥
22

2

2

ε
ε

  (3.3.4) 

其中 









=

x

x
t E

E
E        (3.3.5) 

( )
x

xxr

r
xxx Ek

y
E

x
E

x
EP 2

2

21
+

∂
∂

+







∂

∂
∂
∂

=
ε

ε
         (3.3.6) 

( )
y

yr

r

y
yyy Ek

y
E

yx
E

EP 2
2

2 1
+













∂

∂

∂
∂

+
∂

∂
=

ε
ε

        (3.3.7) 

( )
xy
E

x
E

y
EP xxr

r
xyx ∂∂

∂
−








∂

∂
∂
∂

=
21 ε

ε
         (3.3.8) 

( )
yx
E

y
E

x
EP yyr

r
yxy ∂∂

∂
−













∂

∂

∂
∂

=
21 ε

ε
         (3.3.9) 

其中我們使用了這樣的關係 

( )
2

2111
x
E

E
xxx

E
E

yxx
E

x
x

x
r

r

x
x

r

r

xr

r ∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=







∂

∂
∂
∂ ε

ε
ε

ε
ε

ε
    (3.3.10) 

( )
2

2111
y
E

E
yyy

E
E

yyy
E

y
y

y
r

r

y
y

r

r

yr

r ∂

∂
+








∂
∂

∂
∂

=












∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

=












∂

∂

∂
∂ ε

ε
ε

ε
ε

ε
    (3.3.11) 

這樣的作法可以使所以的微分項皆為連續，以減少因電場不連續所造成

的誤差[3-8] t。由於我們要討論的是二維截面的波導問題，所以電場 可E
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以寫成： 

( ) ( ) zj
tt eyxzyx β−= ,,, EE          (3.3.12) 

其中 effnk0=β 為傳播常數，而 為有效折射率。要注意上式帶入(3.3.4)

式後，我們可以得到： 

effn

















=









y

x

yyyx

xyxx

y

x

E
E

PP
PP

E
E2β            (3.3.13) 

這就是 Xu 等人[3-8]所得到的矩陣形式。 

3.3.2  半向量波方程式 

在積體光學中，大部分的情況下兩個偏極電場的交互作用很弱，所

以 與 的耦合項( 與 )通常可以被忽略掉。因此(3.3.13)式就變成

兩個獨立的方程式 

xE yE xyP yxP

odesmTEQuasiEEP xxxx −= ;2β           (3.3.14) 

odesmTMQuasiEEP yyyy −= ;2β          (3.3.15) 

這就是 Stern 所得到的波方程式[3-6],[3-7]，通常被稱為半向量波

方程式。其中(3.3.14)式的解被稱為 TE 模態，而(3.3.15)式的解被稱為

TM 模態。 

3.3.3  純量波方程式 

在折射率的變化很小的情況下，我們可以更進一步的令 0=∂xr∂ε 與

0=∂∂ yrε 。如此一來(3.3.14-15)式就可以化簡成一個式子 
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tt PEE =2β          (3.3.16) 

其中 t ，而 { yx,∈ }

2
2

2

2

2

k
yx

PPP yyxx +
∂
∂

+
∂
∂

===            (3.3.17) 

而(3.3.16)式就被稱為純量波方程式。 

 

3.4  有限差分形式 

接下來，我們將要去導出上一個小節所導出的各個波方程式的有限

差分形式。不同於 Stern [3-6],[3-7]的作法，在這裡我們使用了非等間

距的晶格來處理有限差分法。另外一點要注意的是，不同介質的交界面

一定要設在兩個格點的中央，以減少誤差[3-6]。 

 

圖 3.2 非等間距的格點 

首先，我們拿(3.3.6)式來作例子 

( )
x

xxr

r
xxx Ek

y
E

x
E

x
EP 2

2

21
+

∂
∂

+







∂

∂
∂
∂

=
ε

ε
       (3.4.1) 

為了表示方便，我們將採用下列的符號 
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( )qpqp yxEE ,, =         (3.4.2) 

( )111,1 , ±±±± = qpqp yxEE         (3.4.3) 

1−−= qq yyn         (3.4.4) 

qq yys −= +1         (3.4.5) 

pp xxe −= +1         (3.4.6) 

1−−= pp xxw         (3.4.7) 

假想在 ( )與 ( 之間有一個虛擬的個點qp, )qp ,1+ ( )qp ,2/1+ ，對於一階微

分項，利用(3.2.5)式我們可以寫下 

( ) ( )




















∂

∂
−








∂

∂
+

=







∂
∂

∂
∂

−+ qp

xr

rqp
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r
qpx

r

r x
E

x
E

we
E

xx
,2/1,2/1

,
112|1 ε
ε

ε
ε

ε
ε

 (3.4.6) 

再利用一次(3.2.5)式，我們可以得到等式右邊括弧內的兩項 

( )
( ) ( )

( ) ( )









 −+

++
=








∂

∂ +

+
e

EqpEqp
qpqpx

E x
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x
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rrqp
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r
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,,1

21 εε
εε

ε
ε

 (3.4.7) 
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( ) ( )

( ) ( )








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


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


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−
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EqpEqp
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x
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rrqp
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r
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21 εε
εε

ε
ε

 (3.4.8) 

將上兩式帶入(3.4.6)式，並整理之後可得 
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( ) ( )
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( ) ( )



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−

+
++
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+
=
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∂
∂

−+
x

qp
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E
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ε
εε

εε
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( ) ( )
( )

( ) ( ) 











−+

+
++

− x
qp

rr

r

rr

r E
qpqp

qp
wqpqp

qp
e ,,1,

,2
,,1

,2
εε

ε
εε

ε
 (3.4.9) 

至於二階微分項，利用(3.2.6)式我們可以得到 
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( ) ( )
x
qp

x
qp

x
qpqp

x E
nsn

E
ns

E
nssy

E
1,,1,,2

2 222| −+ +
+−

+
=

∂
∂

       (3.4.10) 

將(3.4.9-10)的結果帶入(3.4.1)式，並整理之後我們可以得到

( ) ( )[ ] x
qp

xx
y

xx
x

x
qp

xx
s

x
qp

xx
n

x
qp

xx
e

x
qp

xx
wxxx EqpkEEEEEP ,

2
1,1,,1,1 ,++++++= +−+− αααααα  

          (3.4.11) 

其中 

( )
( )

( ) ( )qpqp
qp

wew rr

rxx
w ,1,

,122
−+

−
+

=
εε

ε
α          (3.4.12) 

( )
( )

( ) ( )qpqp
qp

wee rr

rxx
e ,1,

,122
++

+
+

=
εε

ε
α          (3.4.13) 

( )snn
xx
n +
=

2α          (3.4.14) 

( )sns
xx
s +
=

2α          (3.4.15) 

xx
w

xx
e

xx
x ew

ααα ++−=
4

         (3.4.16) 

xx
s

xx
n

xx
y ns

ααα −−=−=
2

         (3.4.17) 

運用同樣的方法，我們可以得到(3.3.7)式的有限差分式為 

( ) ( )[ ] 0, ,
2

1,1,,1,1 =++++++= +−+−
y
qp

yy
y

yy
x

y
qp

yy
s

y
qp

yy
n

y
qp

yy
e

y
qp

yy
wyyy EqpkEEEEEP αααααα  

          (3.4.18) 

其中 

( )wew
yy
w +
=

2α          (3.4.19) 

( )wee
yy
e +
=

2α          (3.4.20) 

( )
( )

( ) ( )1,,
1,22

−+
−

+
=

qpqp
qp

snn rr

ryy
n εε

ε
α          (3.4.21) 
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( )
( )

( ) ( )1,,
1,22
++

+
+

=
qpqp

qp
sns rr

ryy
s εε

ε
α          (3.4.22) 

yy
w

yy
e

yy
x ew

ααα −−=−=
2

         (3.4.23) 

yy
s

yy
n

yy
y ns

ααα ++−=
4

         (3.4.24) 

至於(3.3.8)、(3.3.9)與(3.3.17)式的有限差分式則在附錄 B 中會

有詳細的導證，所以在這裡就不仔細地說明了。 

 

3.5  邊界條件 

在實際的模擬環境中，由於記憶體空間與計算機效能的限制，在積

體光學的設計中我們只能對有限的空間作分析，所以就會遇到分析區的

邊界條件如何處理的問題。而我們在這裡討論了三種的邊界條件，分別

是 Dirichlet 法、Neumann 法、解析法(Analytical)，茲將分述如下： 

DIRICHLET CONDITION 對於在分析區外的波函數我們都令為零，也就是： 

0=φ        (3.5.1) 

NEUMANN CONDITION 在分析區域邊界上的波函數的正微分(normal 

derivative)都令為零。也就是： 

0=
∂
∂
n
φ

       (3.5.2) 

ANALYTICAL CONDITION 我們假設波函數在分析區域外會成指數函數遞

減，其指數常數如下： 
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( ) 




 −− qpnk reff ,exp 2

0 ε         (3.5.3) 

其中 k ，n ，0 eff ( )qpr ,ε 分別代表真空中的波數、等效折射率、相對折射率。 

上述的邊界條件中，(3.5.1)式是最容易使用的，然而其先決條件是

分析區須夠大，以使得波函數在邊界上已經小到一定的程度，通常要小

於最大值的10 ，也因此它的缺點是需要消耗較大的記憶體空間。相法

的，(3.5.3)式程式寫起來複雜了許多，但是它的分析區可以小很多，因

此可以節省不少記憶體空間，當然效率也會跟著提升，但其缺點是需要

使用疊代法來逼近(3.5.3)式中的 。 

5−

effn

至於更複雜的邊界條件處理的方法，可以在 Vassallo 的論文[3-9]

中找到，由於這不是我們的重點，所以就不詳加討論了。 

 

3.6  程式化 

有了前面的結果後，接下來就是寫程式的工作了。我們首要的工作

就是要把(3.3.14-15)式變成可以程式化的形式，我們將拿(3.3.14)作為

例子，將(3.4.11)的結果帶入後我們可以得到

( ) ( )[ ] x
qp

x
qp

xx
y

xx
x

x
qp

xx
s

x
qp

xx
n

x
qp

xx
e

x
qp

xx
w EEqpkEEEE ,

2
,

2
1,1,,1,1 , βαααααα =++++++ +−+−  

       (3.6.1) 

其中 代表電場 在相對應的格點x
qpE , xE ( )qp, 上的大小。 

在令 xE=φ 並經過下列的符號代換以後(也就是將 ( )qp, 空間映射到 r空間) 
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( ) qMpr y +−= *1        (3.6.2) 

其中 為 軸的總格點數。我們就可以得到下列的式子： yM y

rMyrMyrrrrrrrrrrrMyrMyrr aaaaa φβφφφφφ 2
,11,,11,, =++++ ++++−−−−    (3.6.3) 

其中 

yMrr
xx
w a −↔ ,α             (3.3.4) 

yMrr
xx
e a +↔ ,α        (3.6.5) 

1, −↔ rr
xx
n aα        (3.6.6) 

1, +↔ rr
xx
s aα         (3.6.7) 

( ) rr
yy
y

xx
x aqpk ,

2 , ↔++αα            (3.6.8) 

我們也可以將(3.6.3)式寫成矩陣的形式 

[ ]{ } { }ΦΦA 2β=        (3.6.9) 

其中矩陣 的每一行都有 5 個非零的元素(非處在邊界的情況下)，而整

個矩陣的形式就如圖 3.4 所示。經由這樣的形式，我們很容易地可以看

出這就解本徵值的問題，我們要求的傳播常數

A

effnk0=β 就是本徵值的平方

根，而電磁場的分佈矩陣 則為本徵向量。 x
qpE ,

值得一提的是，利用有限差分法要解全向量波方程式所需的記憶體

是半向量波方程式的四倍[3-8]，所以除非有必要，否則通常使用半向量

有限差分法就夠了，而使用純量波方程式會產生對稱矩陣，因此可以比

較快速的解出來。 
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圖 3.3 有限差分法的格點示意圖 

 

圖 3.4 矩陣 A 元素示意圖 
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3.7  本徵值的解法 

有限差分法的最大缺點就是要去處理龐大矩陣的本徵值問題。對一

個普通的截面結構而言，如果我們將其分割成100 100× 個點，這樣一來就

需要解矩陣維度為10000 的本徵值，單是儲存這個矩陣就需佔掉

的記憶體空間，所以已經超出了普通 PC 所能處

理的範圍了。 

10000×

MB800Byte81000010000 =××

還好現在稀疏矩陣的演算法功能強大，所以我們如果利用稀疏矩陣

來處理這些問題的話，不僅只是降低記憶體的需求更可以縮短冗長的計

算時間，再加上我們只需要有限個的本徵值(大於零)，所以計算速度可

以相當的快。目前我們使用Matlab的內建的數學函數庫中的副程式eigs()

來求出我們所要的有效折射率與場形分佈。 

 

3.8  數值模擬結果  

在這個小節裡，我們將拿文獻中所舉的實際例子[3-9]來驗證我們的

程式。考慮一個圓柱對稱的波導其相對折射率分佈如下 

( )





















∆−=

2

0

22 21
r
rnrn p        (3.8.1) 

其中 n ，0.3=p 01.0=∆ 和 mr µ0.10 = 。在波長為 mµ55.1 的前提下，其理論上

[3-10]的基本模態的有效折射率 9649075.2=effn 。 
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而我們的模擬與文獻中一樣，是採用格點數 100== yx MM ，而分析區

為 mxm µµ 5.45.4 ≤≤− 與 mym µµ 5.45.4 ≤≤− ，並且採用 Dirichlet 的邊界條

件下，而我們所得到的結果 39649.2=effn 與理論相當吻合，而其場形分佈

就如圖 3.5 所示。 

為了探討誤差的來源，我們特別做出了有效折射率的誤差與格子點

數的關係如圖 3.6 所示。我們可以清楚的看到誤差會隨著格子點數的增

加(也就是格子點間距的縮小)而變小。 

 

3.9 小結 

在這一章中，我們導出了三種不同近似條件的波方程式，並且推導

出它們的有限差分式，之後我們還實際的寫了程式來印證。我們還拿了

實際的例子來計算，其結果與理論相當吻合，最後我們還討論誤差的來

源。 
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圖 3.5a 基本模態的場形分佈(引用[3-10]) 

 

圖 3.5b 基本模態的場形分佈(我們的結果) 
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圖 3.6a 的誤差對格點數 之關係圖(引用[3-10]) effn N

 

圖 3.6b 的誤差對格點數 之關係圖(我們的結果) effn N
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第四章 光束傳播法 

 

在第三章所提出的有 FDM只能處理在傳波方向結構沒有變化的問

題，像是電磁波在光纖中的傳播情形，但是這樣的方法在實際的設計上

並不實用。尤其在光波導的設計中我們常常會遇到的是彎曲、分光器、

光耦合器⋯等等的非均勻結構。所以我們在這裡將引入FD-BPM來突破這

個限制。 

BPM最早是由Feit與Fleck兩位所提出的，當時是為了模擬雷射在

大氣層中穿透的情形。不久之後他們將光束傳播法運用在光纖中特徵模

態的計算上[4-1]。其後光束傳播法便經過不斷地創新與改良，發展到現

在已經有許多的分支了。按照縱向微分的處理方式的不同，可分為三大

類：快速傅立業轉換法[4-1](fast-Fourier transform BPM, FFT-BPM)、

有限差分法[4-2](finite-difference BPM,FD-BPM)、有限元素法

[4-3](finite-element BPM,FE-BPM)，他們是以縱向微分的處理方式而

加以命名區分的。而我們採用的是第二種，也就是 FD-BPM。 

在積體光學中，FD-BPM是目前最常使用的模擬方法之一。其特色在

於程式化簡單、使用方便、計算效率高、延伸性大還有它無條件穩定的

特色。目前在文獻上我們可以找到許多回顧的論文[4-4]-[4-6]。 
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4.1 FD-BPM的歷史回顧 

有限差分光束傳播法早在1990年就被Chung和Dagli[4-2]提出，由

於它的效率與準確性，很快地就取代了當時的FFT-BPM。然而當時所能處

理的還是侷限於二維空間、近軸近似的純量波方程式，所以之後便有許

多的新的改良方法被提出。 

從 Huang等人所提出的一系列論文中[4-7]-[4-12]，我們可以看出

FD-BPM的一個發展方向是由純量波方程式推展到半向量乃至於全向量波

方程式，還有從二維空間推展到三維空間。 

另一個發展的主軸就是 Hadley所提出的廣角光束傳播法(WA-BPM) 

[4-13],[4-14]，它成功地突破了之前的近軸近似的條件，而且還維持一

定的效率，然而當時是用於二維半向量波方程式上，因此之後還有許多

的延伸，但是限於時間的短促，我們目前的工作是放在重複Hadley的工

作上。 

 

4.2 FD-BPM的波方程式推導 

我們在這一個小節中，我們將會導出FD-BPM所用到的各種波方程

式。按其簡化的程度可以分為四類討論。 

 

4.2.1  廣角全向量波方程式 
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由第三章的(3.1.11)與(3.1.12)式，我們知道電場的分量 xE 與 yE 必

須同時滿足向量波方程式 

0
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2

2

2
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  (4.2.2) 

如果我們令 

( ) ( ) zj
tt ezyxzyxE β−Ψ= ,,,,           (4.2.3) 

其中 t代表 x或 y。而 0kn ref β= 為經過適當選擇的參考相對折射率，通常

可以用覆層(clad)的相對折射率代替。 

有了(4.2.3)式的假設後，我們可以得到 

zj
t

ttt e
z

j
zz

E βββ −








Ψ−
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2

2

2

2        (4.2.4) 

將(4.2.3-4)式的結果帶入(4.2.1-2)式，並將結果寫成矩陣的形式，我

們就得到了廣角全向量波方程式 

?P?
ββ 22 2

2 j
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j −
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其中 
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寫成分量的形式 

( ) ( ) xrefr
xxr

r
xxx nnk

yxx
P Ψ−+

∂
Ψ∂
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



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( ) ( ) yrefr
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4.2.2  全向量波方程式 

在近軸近似(paraxial approximation)的條件下 

??
zz

j
∂
∂

<<
∂
∂

2

2

2β
             (4.2.12) 

我們可以得到(近軸近似)全向量波方程式 

?P?
β2
j

z
−

=
∂
∂               (4.2.13) 

 

4.2.3  半向量波方程式 

如果我們省略掉了(4.2.13)式中 xΨ 與 yΨ 的耦合項(xyP 與 yxP )之後，我

們可以得到兩個獨立的半向量波方程式。 

xxxx P
j

z
Ψ

−
=Ψ

∂
∂

β2
             (4.2.14) 
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yyyy P
j

z
Ψ

−
=Ψ

∂
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β2
             (4.2.15) 

 

4.2.4  純量波方程式 

最後，如果在這折射率變化很小的情況下，我們可以進一步令

0=∂∂ xrε 與 0=∂∂ yrε ，在這樣的假設下，(4.2.12-13)式可以寫成。 

tt P
j

z
Ψ

−
=Ψ

∂
∂

β2
              (4.2.16) 

其中 

( ) trefr
tt

t nnk
yx

P Ψ−+
∂

Ψ∂
+

∂
Ψ∂

=Ψ 222
02

2

2

2

          (4.2.17) 

上述的推導是基於緩慢變化包絡面近似法(slowly varying envelop 

approximation, SVEA)的前提下才成立的，如圖4.1所示。我們要知道 tΨ

並不是真正的電場 tE ，而是電場 tE 的包絡面。 
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圖 4.1 SVEA示意圖 

4.3 FD-BPM的有限差分式 

在這個小節裡我們將只討論近軸近似的FD-BPM。至於廣角修正的問

題將留待到 4.5小節再討論。 

4.3.1  全向量波方程式 

由(4.2.13)式，我們可以得到 

?P?
β2
j

z
−

=
∂
∂             (4.3.1) 

接下來我們將使用這樣的表示法 

( )zkyxk ∆= ,,??             (4.3.2) 

其中 z∆ 為 FD-BPM每一次前進的距離。利用有限差分法，(4.3.1)式可以

寫成 

( ) ( )[ ]kkkk j
z

??P?? αα
β

−+
−

=−
∆

++ 1
2

1 11        (4.3.3) 

其中 10 ≤≤ α ，α為權重參數，它的重要性之後會再討論。在移項並整理

之後，我們可以得到 

( ) kk zjzj
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
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β
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2
1

2
1        (4.3.4) 

最後，我們可以將(4.21)式寫成 

kk B?A? =+1             (4.3.5) 

其中 
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其中我們令 

β
α

2
1

zj
c

∆
=              (4.3.8) 

( )
β

α
2
1

2
−∆

=
zj

c             (4.3.9) 

 

4.4 邊界條件 

和FDM一樣，FD-BPM也會遇到有限分析區域的問題，而在這個小節

裡我們要介紹的是 Hadley[4-16],[4-17]所提出的穿透邊界條件

(transparent boundary condition, TBC)，它的主要功能是能夠讓向邊

界傳遞的電磁波毫無障礙地穿透出邊界，而不會造成反射。 

如圖 4.3所示，我們假想在左右邊界外有各有一個虛擬的格點 0x ，

1+Mx 。 

 

圖 4.2 邊界外的虛擬格點 
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按照Hadley的想法，我們可以想像在左邊界上有一個向左傳遞的波

函數 ( )zx,φ ，其形式為 

( ) ( ) ( )pxp xjkzAzx −= exp,φ           (4.4.1) 

所以在格點 2,1,0=p 上的波函數 210 φφφ ，， 就可以寫成 

( ) ( )00 exp xjkzA x
−=φ            (4.4.2) 

( ) ( )11 exp xjkzA x
−=φ            (4.4.3) 

( ) ( )22 exp xjkzA x
−=φ            (4.4.4) 

兩兩相除之後，我們可以得到這樣的關係 

( )
0

1

1

2 exp
φ
φ

φ
φ

=∆= − xjkx            (4.4.5) 

其中 x∆ 為格點的間距。由此可知波數 −
xk  

)ln(
1

12 φφ
xj

k x ∆
=−            (4.4.6) 

最後，我們可以得到在左邊界外 0x 的波函數值為 

( ) Lx xjk γφφφ 110 exp =∆−= −           (4.4.7) 

其中
2

1

φ
φ

γ =L 。 

要特別強調的是，因為波是向左傳遞的，所以波數 −
xk 的實部 ( )−

xkRe 必

須為正。如果它為負的表示發生了反射，我們要將其變號。 

同理，向右傳遞的波函數 ( )zx,φ ，其形式為 

( ) ( ) ( )pxp xjkzAzx +−= exp,φ           (4.4.8)

以在格點 1,,1 +−= MMMp 上的波函數 11 +− MMM φφφ ，， 就可以寫成 
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( ) ( )11 exp −
+

− = MxM xjkzAφ           (4.4.9) 

( ) ( )MxM xjkzA += expφ              (4.4.10) 

( ) ( )11 exp +
+

+ = MxM xjkzAφ             (4.4.11) 

兩兩相除之後，我們可以得到這樣的關係 

( )
1

1 exp
−

++ =∆−=
M

M
x

M

M xjk
φ
φ

φ
φ             (4.4.12) 

其中 x∆ 為格點的間距。由此可知波數 +
xk  

)ln(
1

1−
+

∆
−

= MMx xj
k φφ              (4.4.13) 

最後，我們可以推得在右邊界外 1+Mx 的波函數值為 

( ) RMxMM xjk γφφφ =∆−= +
+ exp1            (4.4.14) 

其中
1−

=
M

M
R φ

φ
γ 。 

同樣地，波數 +
xk 的實部 ( )+

xkRe 必須為正。如果它為負的表示發生了反

射，我們要將其變號。 

雖然以上的討論是在二維結構中的情形，但是它可以毫無困難地運

用到三維結構裡。以上所介紹的TBC在大部分的情況下都可以適用，然

而在一些特殊的情況下可能要用到完滿匹配邊界條件(perfectly 

matched layer boundary condition, PMLBC)[4-18],[4-19]，然而限於

篇幅所限，我們就不多介紹了。 

 

4.5 虛數軸傳播法 
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在這個小節中，我們將介紹虛數軸傳播法(imaginary-distance 

propagation method, IDPM)[4-20],[4-21]，它可以快速、且精確的找

出波導基本模態的有效折射率與場形分佈，而且只需要小幅修改原來的

FD-BPM程式，也因此取代了傳統的FDM來計算波導的基本模態的有效折

射率與場形分佈。 

從(4.2.13)式，我們知道全向量波方程式可以寫成 

?P
?

β2
j

z
−

=
∂
∂               (4.5.1) 

(4.5.1)式的解可以寫成 

( ) ( )0,,,, 2 yxezyx
zP

j

?? β
−

=             (4.5.2) 

既然波導在z軸上是均勻分佈的，所以我們可以將輸入端的電場 ( )0,, yx?

改寫成各種特徵模態 ( )yxm ,? 的線性疊加 

( ) ( )∑
∞=

=

=
m

m
mm yxayx

0

,0,, ??             (4.5.3) 

其中 ( )yxm ,? 會滿足 

( ) ( )yxyx mmm ,, ?P? β=             (4.5.4) 

其中m包括了所有的傳導波與輻射波之特徵模態。而矩陣P則被定義在第

三章。另外，矩陣 P的本徵值 mλ 與本徵向量 ( )yxm ,F 會滿足這樣的關係 

( ) ( )yxyx mmm ,, FFP λ=             (4.5.5) 

其中本徵值 mλ 的大小被排序為 

LL >>> mλλλ 10              (4.5.6) 
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而本徵值 mλ 與第m階的傳播常數 mβ 之間的關係為 

refmm nk0−= βλ               (4.5.7) 

其中 refn 為參考折射率。而且 

( ) ( )yxyx mm ,, ?F =            (4.5.8) 

接下來，利用
zP

j

e β2
−

的泰勒展開式與(4.5.5)式還有(4.5.8)式的關係，

(4.5.2)式可以寫成 

( ) ( )∑
∞=

=

−

=
m

m
m

z
j

m yxeazyx
m

0

2 ,,, F? β
λ

           (4.5.9) 

如果波函數 ( )zyx ,,? 是在虛數軸上傳遞的話，也就是令 τjz = ，則(4.5.9)

式會變成 

( ) ( )∑
∞=

=

=
m

m
mm yxeajyx

m

0

2 ,,, F? β
τλ

τ            (4.5.10) 

如果我們選擇 00 kn ref β= ，使得 00 =λ 而其它的本徵值 mλ 為負數。這樣一

來我們會發現這樣的結果 

( ) ( )yxajyx ,,,lim 00Φ=
∞→

τ
τ

?             (4.5.11) 

也就是說除了基本模態 ( )yx,0Φ 之外，其它的高階模態都因指數遞減而消

失了。也就是說當傳播了夠長的距離之後，其它的高階模態都會消失，

只有基本模態 ( )yx,0Φ 仍然會保持其大小。 

事實上，我們很難剛好選到 refn 使得 00 =λ ，然而令人訝異的是即使在

00 kn ref β≠ 的情況下，我們能然可以得到基本模態 ( )yx,0Φ ，因為基本模態
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的遞減(或遞增)速度會小於(或大於)其它的高階模態。所以我們可以算

出基本模態的傳播常數為 

( ) 0lim βτβ
τ

=
∞→
              (4.5.12) 

其中 ( )τβ 的算法可以從文獻[4-20]中找到 

( )
( )[ ] ( )[ ]

τ

τττ
τβ

∆

Ψ−+Ψ
+= ∫∫ dxdyyxdxdydyx

kn
,,ln,,ln

0      (4.5.13) 

 

4.6 隱含式交替方向法 

在這個小節裡，我們將介紹基於隱含式交替方向法(alternating 

direction implicit method, ADIM)[4-22]-[4-25]的FDBPM。這個方法

可以很有效率的解決多維度的偏微分方程式。在文獻上Yamauchi[4-22]

等人最先將此方法運用在三維的SCBPM，不久之後就被延伸到SVBPM的運

用上了[4-23]。然而兩個偏極化電場之間的耦合項使得ADIM難以直接運

用在 FVBPM，這個問題直到1999年才被解決[4-25]。我們將參考Hsueh

等人的作法[4-25]，說明這個方法的原理。 

由(4.13)式 

???P? 







+

+
≡







−
=

−
=

∂
∂

yx

yx

yyyx

xyxx

BBD
CAA

PP
PPjj

z ββ 22
   (4.6.1) 

其中 



 4-13 

( ) ( ) 









Ψ−+








∂

Ψ∂
∂
∂−

=Ψ xrefr
xr

r
xx nnk

xx
A 222

02
11

2
1 ε

εβ
      (4.6.2) 

( ) 







Ψ−+

∂
Ψ∂−

=Ψ xrefr
x

xy nnk
y

A 222
02

2

2
1

2
1
β

        (4.6.3) 

( ) 









Ψ−+

∂

Ψ∂−
=Ψ yrefr

y
yx nnk

x
B 222

02

2

2
1

2
1
β

        (4.6.4) 

( ) ( ) 









Ψ−+








∂

Ψ∂

∂
∂−

=Ψ yrefr
yr

r
yy nnk

yy
B 222

02
11

2
1 ε

εβ
      (4.6.5) 

( )











∂∂

Ψ∂
−








∂

Ψ∂

∂
∂−

=Ψ
−

=Ψ
yxyx

PC yyr

r
yxyy

2
1

2
1

2
1 ε

εββ
     (4.6.6) 

( )











∂∂
Ψ∂

−







∂

Ψ∂
∂
∂−

=Ψ
−

=Ψ
xyxy

PD xxr

r
xyxx

21
2

1
2

1 ε
εββ

     (4.6.7) 

我們可以將(4.6.1)改寫成 

( )?MM?? 21

0

0
+=


















+








=

∂
∂

y

y

x

x

BD
A

B
CA

z
     (4.6.8) 

其中 









=

x

x

B
CA

M
01             (4.6.9) 









=

y

y

BD
A

M
0

2               (4.6.10) 

利用 Crank-Nicholson的作法，我們可以得到(4.6.8)式的有限差分式 

( ) ( ) ( )kkkk

z
??MM?? +⋅+=−

∆
++ 1

21
1

2
11         (4.6.11) 

移項整理之後，可得 
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( ) ( ) kk zz
?MM?MM 



 +

∆
+=



 +

∆
− +

21
1

21 2
1

2
1        (4.6.12) 

為了使用 ADIM，我們加入一個二階誤差項 

( ) 1
21

2

21 22
1 +


















 ∆

++
∆

− kzz
?MMMM  

( ) kzz
?MMMM


















 ∆

++
∆

+= 21

2

21 22
1     (4.6.13) 

因式分解之後，我們可以得到 

kk zzzz
?MM?MM 






 ∆

+





 ∆

+=





 ∆

−





 ∆

− +
21

1
21 2

1
2

1
2

1
2

1      (4.6.14) 

最後我們可以將(4.6.14)式改寫成簡潔的形式 

kkkk

z

z

z

z

?GGGG?
G
G

G
G

?
M

M

M

M
? +

−
−+

−
−

−

+

−

++ ==






 ∆

−







 ∆

+







 ∆

−







 ∆

+
= 1

1
22

1
1

2

1

1

2

2

1

1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

(4.6.15) 

其中 
















∆
±=






 ∆

±=±
x

x

B
CAzz

02
1

2
1 11 MG          (4.6.16) 


















∆
±=






 ∆

±=±
y

y

BD
Azz 0

2
1

2
1 22 MG          (4.6.17) 

像(4.6.15)式的形式是非常有效率的，只要我們依序地將矩陣 ±iG 作

用在 k? ，如(4.6.18)式所示，我們就可以得到下一個 1+k? 波函數。 

14/31
1

4/2
2

1
1

4/11
22

1
11

1
22

1
1

++−
−

+
+

−
−

+−
−+

−
−+

−
−+

−
− ==== kkkkk ??G?GG?GGG?GGGG  (4.6.18) 

而且這裡的反矩陣的計算是相當有效率的，我們現在就來說明一下。 

假設我們要作 −2G 的反矩陣運算 
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4/1

1
2

4/2 +

−
−

+









Ψ
Ψ

=







Ψ
Ψ

k

y

x
k

y

x G             (4.6.19) 

(4.6.19)式可以改寫成 

4/14/24/2

2

0

2
1

+++

− 







Ψ
Ψ

=







Ψ
Ψ


















∆
−=








Ψ
Ψ k

y

x
k

y

x

y

y
k

y

x

BD
Az

G       (4.6.20) 

(4.6.20)式可以拆成兩個式子 

( ) 4/14/221 ++ Ψ=Ψ∆− k
x

k
xyzA              (4.6.21) 

( ) ( ) 4/14/24/2 2121 +++ Ψ=Ψ∆−+Ψ∆− k
y

k
yy

k
x zAzD         (4.6.22) 

要注意的是我們一定要先解(4.6.21)式，以求出 4/2+Ψ k
x 再帶入(4.6.22)式

來求出 4/2+Ψ k
y ，這樣一來所有的矩陣皆為三對角矩陣(tridiagonal)，所

以我們就可以利用非常快速的 Thomas法來解矩陣方程式[4-26]。 

由於以上的推導是基於CN與ADIM的作法，所以我們可以知道它的

誤差項是 ( )( )2zO ∆ 。另外，(4.6.15)式可以經由理論證明是無條件穩定的

[4-26]。 

 

4.7 廣角光束傳播法 

截至目前為止，我們的討論都是在侷限於Fresnel方程式(近軸波方

程式)的情形下，現在我們將討論基於Pade近似子(Pade approximant)

的廣角光束傳播法(wide-angle beam propagation method, WA-BPM) 

[4-27]，並利用多重步驟法(multistep method)[4-28]來改善WA-BPM的
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執行效率，而這兩個方法都是由 Hadley提出的。 

 

4.7.1  Pade近似子 

從 4.2小節的(4.5)式 

?P?
ββ 22 2

2 j
zz

j −
=








∂
∂

+
∂
∂           (4.7.1) 

我們可以將上式改寫成 

?P?
ββ 22

1
j

z
j

z
−

=







∂
∂

+
∂
∂           (4.7.2) 

移項之後我們可以得到 

( )( ) ?
P

P?
zj

j
z ∂∂+

−
=

∂
∂

β
β

21
2           (4.7.3) 

上式可以改寫成遞迴的形式[4-27] 

( )( ) ?
P

1
21

2

−
∂∂+

−
=

∂
∂

nn zj
j

z β
β          (4.7.4) 

在令 ( ) 0
1

=∂∂
−

z 之後，並利用上式的遞迴公式，我們可以得到 

?
D
N?

d

nj
z

−=
∂
∂             (4.7.5) 

其中N與B皆為 P的多項式，其階數分別為n與 d我們會在附錄C中詳細

導出。 

事實上(4.7.1)式的標準解法為 

( )?P
?

ββ −+=
∂
∂ 2j

z
          (4.7.6) 

然而這樣的形式是無法直接處理的，所以Hadley提出了使用階數為 ( )dn,
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的 Pade近似子來處理(4.7.6)式中根號項的問題。而其結果就如同我們

在(4.7.5)式中所得到的一樣。 

最後我們將來處理(4.7.5)式的有限差分式的問題。首先我們可以直

接使用有限差分式就如同 4.3小節的作法一樣 

( ) ( )( ) ( )kkkkkk jj
z

??
D
N

??
D
N

?? +−=++−=−
∆

+++ 111

2
1

1
1

αα   (4.7.7) 

其中我們已經令 5.0=α 了。移項之後，可以整理成 

kk z
j

z
j ?ND?ND 






 ∆

−=





 ∆

+ +

22
1         (4.7.8) 

上式也可以改寫成 

k
n

i

i
i

n

i

i
i

kkk

z
j

z
j

z
j

z
j

?
P

P
?
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∑

∑
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=+ =


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



 ∆

−







 ∆

−
=







 ∆

+







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−
=

0

*

0
*

1

2

2

2

2

ξ

ξ
   (4.7.9) 

其中係數 iξ 將一併在附錄C中導出。有了上面的式子之後， 1+k? 就可以被

求出來。 

 

4.7.2  多重步驟法 

由於(4.7.9)式包含 P的高階項，所以矩陣方程式的計算將變的很複

雜，不能用很有效率的Thomas法來解，所以我們將引進Hadley[2]所提

出多重步驟法(multistep method)來克服這個問題。 

首先，我們要將(4.7.9)式改寫。Hadley發現到在(4.7.9)式中， 10 =ξ

對任何階數 ( )dn, 都恆成立，也因此我們可以將(4.7.9)式中等式右邊的分
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子作多項式分解 

( ) ( )( )PPPP 12
0

111 aaan

n

i

i
i +++=∑

=

Lξ             (4.7.10) 

其中係數 naaa ,,, 21 L 為 

njra jj L2,1,1 =−=              (4.7.11) 

其中 jr 為下面代數方程式的根 

0
00

∑∑
==

==
n

i

i
ji

n

i

i
i rξξ P              (4.7.12) 

同樣地，(4.7.9)式中等式左邊的分母也可以寫成 

( ) ( ) ( ) ( )( )PPPPPP *
1

*
2

*

0

*

0

*

0

* 11111 aaaaa n

n

i
i

n

i
i

n

i

i
i +++=+=+= ∑∑∑

===

Lξ     (4.7.13) 

這樣一來(4.7.9)式就可以寫成 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

k

n

nk

aaa
aaa

?
PPP
PPP

?
*
1

*
2

*
121

111
111
+++
+++

=+

L
L          (4.7.14) 

接下來，我們將會討論如何去處理(4.7.14)式子。移項之後，它可

以改寫成 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

kk

n
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a
a

aa
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?
P
P

?
PP
PP

*
1
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+
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=
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++ +

L
L          (4.7.15) 

為了討論的方便，我們定義了 

( )( ) ( )
( )( ) ( )
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*
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*
1

*
/
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111 +
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+−+

+++
+++
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innnik
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aaa
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PPP
PPP

?
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L         (4.7.16) 

如此一來，(4.7.15)式就可以改寫成 

( )
( )

knk

a
a

?
P
P

?
*
1

1/1

1
1

+
+

=+              (4.7.17) 

既然 k? 為已知，利用(4.7.17)式我們很快的就可以求出 nk /1+? ，再利

用 nk /1+? 為已知，(4.7.16)式可以改寫成 



 4-19 

( ) ( )
( ) ( )
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nkk
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a
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?
PP
PP
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L          (4.7.18) 

同樣地，利用(4.7.16)式的表示法，我們可以將上式改寫成 

( )
( )

nkk

a
a /1

*
2

22/1

1
1 ++

+
+

= ?
P
P

?             (4.7.19) 

既然我們已經知道了 nk /1+? ，所以我們可以利用(4.7.19)式求出

nk /2+? 。重複(4.7.18-19)式，我們最後可以得到在 zz ∆+ 的波函數 1+k?  

( )
( )

( ) nnk

n

nk

a
a /1

*
1

1
1 −++

+
+

= ?
P
P

?             (4.7.20) 

歸納了以上的推導，我們可以做出這樣的結論。未知的波函數 1+k? 可

以藉由連續的解下面的式子所得到 

( )
( )

( ) nik

i

inik

a
a /1

*
/

1
1 −++

+
+

= ?
P
P

?             (4.7.21) 

其中 ni L,2,1= 。 

利用多重步驟法，我們每一步所要處理的矩陣方程式的複雜性都如

同4.3小節所討論的一樣，因此可以很快速的運算，尤其在二維結構中，

我們可以得到三對角矩陣方程式。 

 

4.7.3  小結 

Hadley的工作成功地突破了近軸近似的限制，使我們就能夠處理光

軸與 z軸夾角到 90度的問題，因此被廣泛的運用。 

 

4.8 模擬結果 
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在這小節裡，我們將測試許多我們寫出來的程式，並試著作一些誤

差的分析。 

 

4.8.1  三層平板結構 

我們首先測試的是BPM2D程式，並為了分析誤差的來源，我們找了

一個有解析解的例子來模擬，就是2.1小節所介紹的對稱三層平板結構，

並為了比對結果，我們的參數是從論文中的例子[1]拿出來的，如圖4.3

所示。其中 088.112 =coren 、 044.112 =cladn 、 mµλ 55.1= 、 mD µ2= ，而其TE模

態的理論 3517893.32578847, =exacteffn ，我們的結果與論文完全符合。 

 

圖 4.3 對稱三層平板結構 

接下來，利用4.5小節所介紹的IDPM，我們可以得到 93257.3=effn ，
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也就是誤差為 61068.2 −×=∆n 。其中我們所使用的模擬參數為 cladref nn = 、

2λjdz = 、 200=coreN ， 2000=totalN ，也就是說，分析區域大小 mW µ10= 、

間格距離 nmNDdx core 10== ，並且使用4.4小節所介紹的TBC條件。至於

輸入函數則是採用 Xu等人[4-20]的作法，其形式為 

( )


 <

=
else

Dxabsif
xEinput ，

， 2)(
0
1

        (4.8.1) 

也就是令在核心層的波函數 1=inputE ，而在覆層的波函數 0=inputE ，如圖4.4

所示。 

最後我們將每一個疊代過程中所算出的 effn 都記錄下來，並且繪製成

圖4.5，有了這個資料後，我們還作了一張誤差隨距離變化的關係圖，如

圖4.6所示。此外我們還將波函數的分佈圖(如圖4.7所示)一併整理出

來。 

分析這些資料之後，我們可以從圖4.5發現 effn 會逐漸的趨近一個穩

定的值，也就是所求的 refn ，這也印證了4.4小節的理論是正確的，而且

其誤差也是相當的小。 
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圖 4.4 輸入函數分佈圖 

 

圖 4.5 ( )zneff 隨距離變化的關係圖 
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圖 4.6 誤差( ( ) exacteff nzn − )隨距離變化的關係圖 

 

圖 4.7 基本模態的函數分佈圖 
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第五章 時域分析法 

 

在之前的幾個章節的討論中，我們所得到的都是穩定態的解，也就

是把將 t∂∂ 替換成 ωj ，這只有在電磁波是單一頻率之的情況下才成立，

所以其應用範圍就有所限制，我們列舉了幾個 BPM 無法處理的問題 

--沒有傳播軸的結構 

--脈衝雷射(寬頻帶) 

--暫態分析 

--非線性效應 

因此我們在這一章中將介紹時域分析的技巧—FDTDM 與 TD-BPM，來解決

上述的問題。 

 

5.1  時域有限差分法 

在這一小節裡我們介紹 Yee[5-1]所提出的 FDTDM，它是在沒有任何

近似條件下，直接去處理解馬克斯威爾方程式的方法，也因此它的功能

最強大。 

 

5.1.1 電動方程式的離散化 

在這裡要討論的是三維空間中的情形，我們由隨時間變化的馬克斯
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威爾方程式出發 

EH
×∇=

∂
∂

−
t0µ             (5.1.1) 

HE
×∇=

∂
∂

trεε 0             (5.1.2) 

將它改寫成分量的形式後 

z
E

y
E

t
H yzx

∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

− 0µ            (5.1.3) 

x
E

z
E

t
H zxy

∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂
− 0µ            (5.1.4) 

y
E

x
E

t
H xyz

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

− 0µ            (5.1.5) 

z
H

y
H

t
E yzx

r ∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

εε 0            (5.1.6) 

x
H

z
H

t
E zxy

r ∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂
εε 0            (5.1.7) 

y
H

x
H

t
E xyz

r ∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

εε 0            (5.1.8) 

如果我們令 、∆ 、∆ 是空間上的間距，而x∆ y z t∆ 為時間上的間距，則波函

數 離散化之後就可以寫成 ( tz,y,x,F )

t)z,y,F(x,),,jx,F(ik)j,(i,Fn =∆∆∆∆= tnzky       (5.1.9) 

 

圖 5.1 Yee 晶格示意圖 
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由於在實作 FDTDM 時，中心位置的選取是非常重要的，所以我們先

來定義電磁場各個分量的所在位置，而這種取法是由 Yee 所提出的。為

了方便解說起見我們用 α來表示像 x、y、z的空間座標，根據 Yee 的定

義： 









時間：整數

其它空間座標：整數

：半整數空間座標α

αE             (5.1.10) 









時間：半整數

其它空間座標：半整數

：整數空間座標α

αH              (5.1.11) 

我們將之表列如下： 

( )3.1.5 式 xH  xix ∆=  ( ) yjy ∆+= 21 ( ) zkz ∆+= 21 tnt ∆=  

( )4.1.5 式 yH  ( ) xix ∆+= 21  yjy ∆=  ( ) zkz ∆+= 21 tnt ∆=  

( )5.1.5 式 zH  ( ) xix ∆+= 21  ( ) yjy ∆+= 21 zkz ∆=  tnt ∆=  

( )6.1.5 式 xE  ( ) xix ∆+= 21  yjy ∆=  zkz ∆=  ( ) tnt ∆+= 21

( )7.1.5 式 yE  xix ∆=  ( ) yjy ∆+= 21 zkz ∆=  ( ) tnt ∆+= 21

( )8.1.5 式 zE  xix ∆=  yjy ∆=  ( ) zkz ∆+= 21 ( ) tnt ∆+= 21

表 5.1 各電磁場分量的中心位置 

現在我們就來說明 FDTDM 的作法。我們先拿(5.1.3)式作例子，根據

表 5.1 的原則，我們可以得到(5.1.3)式等號左邊的有限差分形式為 
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
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

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

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
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而等號的右邊為 
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(5.1.13) 

將兩式相等，並作一些整理之後我們可以得到 為 xH
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      (5.1.14) 

利用同樣的手法，我們可以得到 與 分別為yH zH  
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同樣地，對電場而言作法也是一樣的。我們先拿 作例子，在(5.1.6)

式中等號左邊可以寫成 
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而其等號的右邊可以寫成 
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將兩式相等並整理之後我們可以得到 
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利用同樣的手法，我們可以得到 與 分別為 yE zE
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有了這六個關係式之，再配合其邊界條件之後[5-2],[5-3]，我們就

可以模擬電磁波的在空間中隨時間的演歷情形。在一開始設定電磁場的

初始值之後，我們就可以算出下一個時間點的磁場，再算下一個時間點

的電場，之後再算下一個時間點的磁場…如此循環不已，直到模擬的時

間終點。 
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5.1.2  FDTDM 的應用情形 

目前 FDTDM 被普遍的運用在各領域之中，尤其在微波的範圍，由於

其頻率為幾個到幾十個 GHz 範圍，所以空間的分割不需要太小，所以記

憶體需求還在允許的範圍內，因此被廣泛的運用在天線的分析或微帶型

的傳輸線上面。另外我們還可以在一些專書上找到這方面的運用[5-4]。 

 

5.1.3  FDTDM 在光學領域應用的瓶頸 

然而在光學波段，由於波長太短的限制，使得其應用相對來說是比

較少的。像是在面發光雷射(vertical-cavity surface emitting lasers, 

VCSELs)，由於其尺度已經與波長相當了，所以正是 FDTDM 的最佳適用範

圍， 

然而對於大部分的三維波導來說，典型的分析空間大小約為

mmmm 31010 ×× µµ ，而為了使色散的效果不至於影響到結果的準確度，我

們需要使用的格點間距要小於 30λ ，其中λ為波長[5-6]。所以對於波長

為一毫米的光而言，我們需要300 個空間格點，而每

個空間格點又需要六個向量來表示，在雙精準度的情形下，我們總共需

要 的記憶體空間來儲存一個時間點的資料。更何況

疊代的時間間格還需要受到 Courant-Friedichs and Lewy (CFL)的限制

[5-1],[5-5] 

9101.890*300 ×=000,*

GB4.194101.8*4*6 9 =×
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( ) ( ) ( )

2/1

222
max

1111
−










∆
+

∆
+

∆
≤∆

zyxc
t         (5.1.1) 

其中 c 為光在介質中的速度。也就是說，我們要使用的時間間隔為

，對於一個高斯分佈的脈衝波其半高寬為

max

fs06.0 fs−100 ，它需要 才能

完全餵進波導中，也就是需要10 個疊代次數。很顯然的，這已經超出

了目前超級電腦的能力範圍了[5-6]。也因此我們需要下一小節的 TDBPM

了。 

fs600

000,

 

5.2  時域光束傳播法 

TD-BPM 是在這幾年內被提出來的一個新的想法[5-7]-[5-16]，目前

的參考文獻不多，而且應用的例子也不多。但是由於它能不受 FDTDM 的

CFL 的限制，所以其疊代的時間 t∆ 可以到達幾個 fs≈ 的大小，比 FDTDM 大

了幾個數量級，因此計算效率能夠提昇不少，也因此引起了我們的興趣。 

 

5.2.1  波方程式的推導 

由馬克斯威爾方程式我們可以推得 

02

2

=
∂
∂

−×∇×∇
t
EE εµ            (5.2.1) 

對於由中心頻率為 0ω 所構成的脈衝波而言，我們可以令

         (5.2.2) ( ) ) tjetzxtzyx 0,,,, ω−= ΨE ( y,,
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由上式我們可以推得 

tje
t

j
tt

02
002

2

2

2

2 ωωω −








−

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ ΨΨE

        (5.2.3) 

將上面的結果帶入(5.2.1)式中，我們可以得到 

ΨΨΨΨ 2
002

2

2 εµωεµωεµ +×∇×−∇=
∂
∂

−
∂
∂

t
j

t
      (5.2.4) 

在 SVEA 的假設下 

tt ∂
∂

<<
∂
∂ ΨΨ

02

2

2ω             (5.2.5) 

我們可以得到 

ΨΨΨ 2
002 εµωεµω +×∇×−∇=

∂
∂

−
t

j         (5.2.6) 

在 WGA 與直角座標的前提下，我們將(5.2.6)式可以改寫成 

( ) HΨΨΨ
≡+∇=

∂
∂

− 2
0

2
02 εµωεµω

t
j         (5.2.7) 

與 FD-BPM 的波方程式比較之下 

( ΨΨΨ 2222 ββ −+∇=
∂
∂ k

z
j t )             (5.2.8) 

我們可以發現它們具有相同的形式，除了 TD-BPM 的維度是屬於四維。也

因此許多 BPM 的技巧都可以運用在此。以上就是 TD-BPM 最常被人使用的

波方程式了，而之後的處理也因人而異，在此我們將拿 Shibayama 等人

[5-14]的論文來作為例子。由於他們處理的是二維結構中 TE 模態，所以

(5.2.7)式會變成 
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yyy E
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E

j 2
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02 εµωεµω +
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=

∂

∂
−        (5.2.9) 

他們並運用 4.6 小結所介紹的 ADIM 來加速模擬的速度。也就是(5.2.9)

式會分解成 

k
y

k

y
k

y E
x
E

t
E

j 2
02

2

0 22 εµωεµω +









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−          (5.2.10) 
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


∂
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y E
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E

t
E

j εµωεµω        (5.2.11) 

這就是完整的 TD-BPM 的作法了。之後他們將這個方法用於計算 FBG 

(fiber Bragg grating)的反射係數上，並與 FDTDM 所得到的值比對，結

果發現只要花四分之一的計算時間就可以達到同樣的精準度。 

5.2.2  小結 

以上我們推導了 TD-BPM 所使用的波方程式，並介紹 Shibayama 等人

的工作，然而由於時間的限制，我們並沒有完成它的程式碼，所以未能

有比對的結果，這會在我們的將來工作中討論。 
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第六章 總結 

 

在這本論文中，我們回顧了在次波長尺度光學系統設計與模擬中有

限差分的各種應用，也完成了許多相對應的程式，並且實際的去模擬一

些波導結構，其結果也驗證了程式的正確性。 

最後我們並試著延伸到時域的分析方法中，像是 FDTDM 與 TDBPM，然

而限於時間的關係，我們還未完成其程式的撰寫部分，這將會是我們將

來的工作之一。 
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附錄 A 波方程式的推導 

 

電動力學的理論告訴我們，電磁場在空間中傳遞必須要遵守著名的

馬克斯威爾方程式(Maxwell equations)[A-1]，其形式如下： 

ρ=⋅∇ D              (A.1) 

t∂
∂

+=×∇
DJH             (A.2) 

0=⋅∇ B               (A.3) 

t∂
∂

−=×∇
BE              (A.4) 

除了(A.1-4)式之外，還要加上物質方程式(material equation) 

ED ε=               (A.5) 

HB µ=               (A.6) 

其中 ε 與 µ 分別是在介質中的電介質係數(permittivity)與磁導係數

(permeability)，在線性(linear)且等向性(isotropic)的物質中它們可

以寫成 

0εεε r

0

=                (A.7) 

µµµ r

0

=              (A.8) 

其中ε 與 0µ 分別為真空中的電介質係數與磁導係數，其值分別為 

mH /104 7
0

−×= πµ            (A.9) 
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mF
c

/10854188.81 12

0
2
0

0
−×≈=

µ
ε          (A.10) 

而 rε 與 rµ 則是相對於真空的相對電介質係數與相對磁導係數，而且它們

是沒有單位的。 

在單色光的前提之下，也就是我們假設電磁波是以單一頻率ω震盪，

我們就可以用相位子(phasor)的方法來表示電磁場，也就是 

( ) ( ) ( ){ tjt ωexpRe, rErE = }          (A.11) 

( ) ( ) ( ){ tjt ωexpRe, rDrD = }          (A.12) 

( ) ( ) ( ){ tjt ωexpRe, rHrH = }          (A.13) 

( ) ( ) ( ){ tjt ωexpRe, rBrB = }          (A.14) 

為了簡化的緣故，我們使用沒有記號的 、H、D與 來代表E B E、H、

D與B。如此一來(A.1)-(A.4)式就可以改寫成 

HBE jj rµωµω 0−=−=×∇           (A.15) 

EDH jj rεεωω 0

r

==×∇           (A.16) 

( ) 0=⋅∇ Hµ              (A.17) 

( ) 0E =⋅∇ rε              (A.18) 

由於在波導的設計當中是沒有自由電子與自由電荷的存在，所以我們已

經令 0=ρ 了。 

有了這些條件以後我們就可以開始推導波方程式了，我們首先將 ×∇

作用到(A.15)式 
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( ) ( ) ( )HHHE ×∇+×∇−=×∇−=×∇×∇ rrr jj µµωµµωµ 00    

( ) ( )EH rrr jjj εωεµωµµωµ 000 −×∇−=       

( ) ( )EH jjj rrr εωεµωµµωµ 000 −×∇−=      (A.19) 

利用數學公式，我們可以得到 

( ) ( ) EEE 2∇−⋅∇∇=×∇×∇           (A.20) 

另外，我們從(A.18)式可以拆成兩項 

 ( ) 0=⋅∇+⋅∇=⋅∇ EEE rrr εεε          (A.21) 

移項並同除以 rε 之後，我們可以得到 

EE ⋅
∇

−=⋅∇
r

r

ε
ε

            (A.22) 

再加上從(A.15)式所得到的磁場  H

EH ×∇−=
rj µωµ0

1
           (A.23) 

最後，將(A.20)、(A.22)與(A.23)三式分別帶入(A.19)式移項並整理之

後，我們可以得到電場的波方程式 

022
0

2 =






 ×∇
×∇++








⋅

∇
∇+∇

r
rr

r

r nk
µ

µ
ε
ε EEEE       (A.24) 

其中 為真空中的波數，被定義為 0k

0
000 c

k ωµεω ==             (A.25) 

而相對折射率 n 則被定義為 r

rrrn εµ=2              (A.26) 

同樣地，對於磁場的波方程式我們可以將 ×∇ 作用在(A.16)式上 
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 ( ) ( EH j )rεωε ×∇=×∇×∇ 0

)

          (A.27) 

利用數學公式展開之後，可以得到 

( ) ( EEHH ×∇+×∇=∇−⋅∇∇ rrj εεωε 0
2  

( ) ( )HE rrr jjj µωµεωεεωε 000 −+×∇=  

( ) HE rrr kj µεεωε 2
00 +×∇=        (A.28) 

另外，由(A.17)式我們可以得到 

( HH ⋅∇−=⋅∇ r
r

µ
µ
1 )           (A.29) 

再加上從(A.16)式所得到的 

 HE ×∇=
rj εωε 0

1
            (A.30) 

最後將(A.29-30)兩式帶入(A.28)式並整理之後，我們可以得到磁場的波

方程式 

( ) ( )[ ] 012
0

2 =×∇×∇++×∇×
∇

+∇ HHHH r
r

rr
r

r k µ
µ

µε
ε
ε

    (A.31) 

雖然(A.24)與(A.31)式已經是磁場與電場的波方程式，然而在波導的問

題中 rµ 的變化通常都很小，也就是 

0≈∇ rµ               (A.32) 

在這樣的假設之後，我們可以得到電場與磁場的波方程式為 

022 =+







⋅

∇
∇+∇ EEE k

r

r

ε
ε

         (A.33) 

( ) 022 =+×∇×
∇

+∇ HHH k
r

r

ε
ε

         (A.34) 

其中 k 為介質中的波數，被定義為 
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r0

r

nkk =               (A.35) 

在均勻介質中，也就是 0=∇ε 的情形下(或 WGA 近似)，我們可以進一步

地得到荷姆赫茲方程式(Helmholtz equation) 

022 =+∇ ΨΨ k             (A.36) 

其中Ψ可以為電場E或是磁場 。 H
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附錄 B FDM 的有限差分式係數推導 
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(3) 將(1)與(2)的結果帶入(B.1)式後，我們可以得到 
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(3) 將(1)與(2)的結果帶入(B.3)式後，我們可以得到 
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附錄 C WA-BPM 的係數推導 

 
1. WA-0th order (Fresnel approximation) : 
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2. WA-1st order: 
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3. WA-2nd order 
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4. WA-3rd order 
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5. WA-4th order 

( )








++
+−

+

−
=

∂
∂

+

−
=

∂
∂

422

32

3

4

16431
42

2
1

2

2
1

2

ββ
ββ

β

β

β

β

PP
PP

PP
jj
j

z
j
j

z
 

422

5332

1631
32832
ββ

βββ
PP
PPP

++
++

−= j         (C.5) 

6. WA-5th order 
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7. WA-6th order 
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8. WA-7th order 
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其中廣角的階數 與 Padé 近似子的階數 之間的關係為 n ),( qp

1−+= qpn               (C.9) 

其中 而np L2,1= 1−= porpq 。接下來，我們要推導 WABPM 各階近似的

係數 iξ  

1. WA-0th order [Padé(1,0), Fresnel approximation]： 

由(C.1)式我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 

10 =ξ ， 21 4β
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2. WA-1st order [Padé(1,1)]：由 (C.2)式我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 
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3. WA-2nd order [Padé(2,1)]：由(C.3)式我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 
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4. WA-3rd order [Padé(2,2)]：由(C.4)式我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 
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5. WA-4th order [Padé(3,2)]：由式子(4.70)我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 
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6. WA-5th order [Padé(3,3)]：由 (C.6)式我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 
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7. WA-6th order [Padé(4,3)]：由(C.7)式我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 
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8. WA-7th order [Padé(4,4)]：由(C.8)式我們可以得到 
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比較係數之後我們可以得到， 
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